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Conventions et notations

Sauf mention explicite du contraire toutes les structures considérées dans ce rapport seront
C° et les variétés considérées seront de dimension 3. De plus V sera toujours une variété de
dimension 3 et £ une structure de contact sur V. On note le fibré tangent a V par TV et
Pespace tangent au point x par T, V. L’ensemble D(a,r) est le disque centré en a et de rayon
r dans R?; S1 est un cercle et plus généralement S™ la sphére de dimension n. Le bord d’un
ensemble U dans un espace topologique est noté QU , son intérieur U. Enfin, on appelle variété
close une variété différentielle C*° compacte sans bord.



Introduction

Ce document est un rapport réalisé au cours de mon stage de Master 2 intitulé « Livres
ouverts dans les variétés de contact de dimension trois » et effectué sous la direction de
Vincent Colin au laboratoire Jean Leray de I'université de Nantes. L’objectif du stage est de
comprendre et détailler la démonstration des théoremes de décomposition en livre ouvert en
dimension 3 d’Emmanuel Giroux [10].

Emmanuel Giroux a montré que les structures de contact en dimension 3 pouvaient étre
associées a des objets topologiques : les livres ouverts. Un livre ouvert sur une variété V
de dimension 3 est la donnée d'un entrelacs K et d’une fibration 6 : V' \ K — S qui est
I’application coordonnée angulaire dans un voisinage tubulaire de K. On dit qu’une structure
de contact est portée par un livre ouvert si une de ses équations est positive sur K et que sa
différentielle induit une forme volume sur les feuilles. Les résultats de décomposition en livre
ouvert sont les suivants : tout livre ouvert porte une structure de contact et toute structure
de contact est portée par un livre ouvert. De plus, on peut définir une opération sur les
livres ouverts, appelée stabilisation, qui permet de mettre en bijection les livres ouverts a
stabilisation et isotopie pres et les structures de contact & isotopie pres. Les démonstrations
de ces théoremes utilisent de fagon cruciale la théorie de la convexité des surfaces dans les
variétés de contact développée par Emmanuel Giroux [8].

Le début de mon stage a été consacré a une familiarisation avec la théorie de la convexité
en géométrie de contact. Puis je me suis attachée a comprendre les énoncés et démonstrations
des théoremes de décomposition en livre ouvert en m’appuyant sur le séminaire Bourbaki de
Vincent Colin autour des travaux d’Emmanuel Giroux [3]. Enfin, j’ai travaillé a la rédaction
d’une démonstration plus détaillée de ces théoremes. Ce rapport présente une version plus
complete de la démonstration du premier théoréme de décomposition en livre ouvert.

Ce document commence par une présentation générale des structures de contact, puis une
étude des surfaces dans les variétés de contact et plus particulierement de la convexité. Ainsi
les deux premiers chapitres présentent les outils de géométrie de contact indispensables a la
compréhension des théorémes de décomposition en livre ouvert, ainsi que quelques résultats
plus généraux. La plupart des démonstrations des théorémes fondamentaux de théorie de la
convexité sont données. Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation des livres ouverts
et a ’énoncé des théoremes de décomposition en livre ouvert. Enfin le dernier chapitre présente
une démonstration plus détaillée du premier théoreme.



Chapitre 1

Structures de contact

1.1 Définition

En toute généralité, une structure de contact est la donnée d’un champ d’hyperplans par-
ticulier sur une variété de dimension impaire. Dans ce rapport, nous ne nous intéresserons
qu’a la dimension 3, une structure de contact sera donc un champ de plans particulier. Lo-
calement, tout champ de plans dans une variété V' de dimension 3 peut étre décrit comme le
noyau d’une 1-forme sur V. Si la variété est orientée et si le champ de plans est orienté ou
coorienté (ce qui revient au méme car la variété est orientée), on peut décrire globalement le
champ de plans par une 1-forme. On parle alors d’équation du champ de plans. Celle-ci n’est
évidemment pas unique mais si deux 1-formes « et § sont des équations du méme champ
de plans sur V, alors il existe une fonction f : V — R* telle que o = f3. Dans ce qui suit
les champs de plans et les variétés seront toujours orientés et par conséquent tout champ de
plans pourra étre décrit par une 1-forme.

Définition 1.1. Une 1-forme « surV est appelée une forme de contact si elle vérifie aNda #
0 en tout point de V. Cette condition est appelée condition de contact.

Un champ de plans £ de classe C*° sur V est une structure de contact s’il admet pour
équation une forme de contact.

Une variété de contact est la donnée d’une variété et d’une structure de contact.

Il faut vérifier que la définition de structure de contact ne dépend pas de 1’équation du
champ de plans choisie. Soient a et § deux équations de £. Soit f : V — R* la fonction
lisse telle que o = f3. La condition de contact pour § est fa A d(fa) = f?a Ada # 0; par
conséquent si « est une forme de contact § 'est aussi.

Par ailleurs, la forme différentielle oo A dav est une 3-forme sur V), la condition o A da # 0
impose donc a cette 3-forme d’étre une forme volume. Or d’apres le paragraphe précédent
toute équation de £ oriente V' de la méme maniere. Par conséquent, une structure de contact
définit une orientation de la variété. Toutes les structures de contact considérées dans ce
rapport définiront 'orientation de la variété. On écrira alors I’équation de contact sous la
forme a A da > 0.

La condition de contact équivaut a la condition : da est non dégénérée sur les plans
de la structure de contact. De plus, 'image réciproque d’une équation de contact par un
difféomorphisme est encore une équation de contact.

Exemple. Dans R? repéré par les coordonnées cartésiennes (z,y, z) la 1-forme
ap = dz — ydx

est une équation de contact. Elle définit une structure de contact appelée structure standard.
L’espace R? admet d’autres équations de contact comme la 1-forme

a1 = dz + r2db
en coordonnées cylindriques (r, 6, z). La spheére S3 vue comme sphére unité de

C? = {(ry expify, rz expifa)}



porte la forme de contact
a = r2df; + r2dbs.

En fait, on peut mettre une structure de contact sur toute variété orientée de dimension 3.

La condition de contact est la condition « contraire » a celle d’intégrabilité de Frobenius :
elle impose au champ de plans de « tourner ». Pour illustrer cette affirmation, plagons nous
dans un cas particulier et considérons une structure de contact ¢ définie sur un ouvert U C R?
par Iéquation a. On munit R? des coordonnées cartésiennes (z,y, z). On suppose qu’en tout
point de U, 2 € € et a% ¢ £. Alors, quitte & multiplier @ par une fonction qui ne s’annule

’ Oz
pas, il existe ¢ : U — R tel que oo = dy + ¢(x, y, z)dz. Le plan de contact contient les vecteurs
u = % et v = qa% — %. La condition de contact s’écrit —% > 0. Donc lorsque la coordonnée

x varie, v aussi et le champ de plans « tourne ».
Comme les structures symplectiques, les structures de contact ont toutes la méme forme
localement.

Théoréme 1.2 (Darboux). Soit a un point de (V,§). Alors il existe un voisinage U de a
dans V', un voisinage U’ de 0 dans R3 et un difféomorphisme ¢ : U — U’ tels que ¢*&y = &,
ot & est la structure standard de R>.

Démonstration. Soit D un disque plongé dans V de centre a et transverse a £. Soit X un
champ de vecteurs défini dans un voisinage U de D, transverse a D et tel que pour tout
x € U on ait X (z) € £(x). D’apres le théoréeme de la boite de flot, il existe un réel strictement
positif T' et un difféomorphisme ¢ : D x |-T,T[ - W C V tel que ¥(x0, t) soit la solution de
léquation différentielle y' = X (y) issue de z¢ € D, prise au temps t.

On note f un plongement du disque unité D(0,1) de R? (repéré par les coordonnées (u,v))
dans W d’image D. En transportant £ par

v: D(0,1)x]-T,T[ — w
(u, v, 1) = (f(u,0),0).

on obtient une structure de contact &' sur U’ = D(0,1) x |-T,T.
Par construction, pour tout point dans U’, le vecteur % € ¢'. Par conséquent, 1’équation
de contact est de la forme

a(u,v,t) = p(u,v, t)du + q(u, v, t)dv.

Quitte a effectuer un changement de base sur D(0, 1), on peut supposer que ¢(0,0,0) = 0.
On a alors p(0,0,0) # 0. Quitte & multiplier I’équation de contact « par une fonction positive
et a restreindre U’, on peut supposer que a = du+q(u, v,t)dv sur U’. La condition de contact
s’écrit alors —% > 0. L’application

g: U’ — U
(U,’U,t) — (U,’U,*(](U,’U,t)).

est un difféomorphisme de U’ dans un voisinage U de 0 (car ¢(0,0,0) = 0). La structure de
contact g.£’ est définie par I’équation o = du — tdv dans U. O

1.2 Champs de vecteurs de contact

Proposition 1.3. Soit a une équation de contact sur'V . Il existe un unique champ de vecteurs
lisse, appelé champ de Reeb, vérifiant ira =1 et irda =0 sur V.

Démonstration. Soit x € V, da(x) est une forme bilinéaire alternée non nulle sur T,V Donc
son noyau est de dimension 1. Notons v un vecteur de base de ce noyau. Comme da(z)e, est
non dégénérée, v ¢ £, et par conséquent a(x) - v # 0, on prend

v

R(z) = a@) v

Le champ R obtenu est lisse. O



Exemple. Dans R? muni de la forme de contact standard ag = dz — ydz, le champ de Reeb
est le champ 8%'

Définition 1.4. Un champ de vecteurs sur une variété de contact est dit de contact si son
flot préserve la structure de contact.

Un champ de Reeb est un champ de contact. En effet, notons « une équation de contact,
0pia

R le champ de Reeb associé et ¢, le flot de R. Alors 1

Q.

= 0 et donc ¢y préserve ’équation

Proposition 1.5. Soit o une équation de contact sur V. Soit X un champ de vecteurs sur
V', les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est un champ de contact
2. LXa‘g =0.

Démonstration. Notons ¢, le flot de X. Si X est un champ de contact alors il existe A\, : V —
R* tel que pfa = A\ra. En dérivant I'expression précédente par rapport a t, il vient

* t
vilxoa=——a=ma.

ot

Donc Lxa = pia avec
( 1 8At> —1
=(——)o
He=AN, ot /7%

et Lxaj =0.
Réciproquement si Lx ¢ = 0, alors il existe p: V' — R tel que Lxa = pa. On a alors

8 * * —1 _*x
a%a =g Lxa=pop, pja

d’ott pfa; = exp(pop; !) exp(—p)a. Par conséquent la structure de contact est préservée par
le ¢y et X est un champ de contact. O

Théoréme 1.6 (Liecberman). Soient V' une variété de contact et a une équation du champ
de contact sur V', Uapplication f: X — a(X) est une bijection entre les champs de vecteurs
de contact et les fonctions lisses de V dans R.

Sa réciproque est la fonction g : H — Xy ou Xy est 'unique champ de vecteur tel qu’en
tout point a(Xpg) = H et ix,da =dH(R)a —dH avec R le champ de Reeb associé d «.

Le théoréme de Lieberman permet de prolonger des champs de contact définis seulement
localement.

Démonstration. Montrons tout d’abord que Xy est bien défini, c’est a dire que les conditions
ci-dessus définissent un unique champ de vecteur Xg. L’idée est d’écrire X gy (z) comme somme
d’un vecteur dans &(z) et d’un vecteur colinéaire a R(z). Considérons I’équation izda = —dH
en restriction a £, c’est la restriction a £ de la condition ix, da = dH(R)a—dH. Comme do est
une 2-forme non dégénérée sur &, I’équation précédente admet un unique champ de vecteurs
solution noté Z. Posons Xy = HR + Z. Le champ obtenu vérifie les relations a(Xpg) = H et
ix,da = dH(R)a — dH sur € et sur le champ de droites engendrées par R et donc sur tout
I’espace par linéarité. De plus ces conditions définissent un champ unique car Z est déterminé
de maniere unique.

Montrons maintenant que Xz est un champ de contact. On utilise la proposition précé-
dente. On a Lx,a = ix,da+dix, o = dH(R)a. Donc Ly, o =0 et Xy est un champ de
contact.

Il reste a vérifier que g est l'application réciproque de f. Il est clair que f o g = Id.
Montrons que g o f = Id, pour cela fixons un champ de contact X. On écrit X sous la forme
X = a(X)R+ Z. 1l existe un champ de vecteurs Z; de £ tel que g(f(X)) = a«(X)R+ 73
et iz, da = —ixda sur €. Or izda = —ixda sur €. Par unicité de la solution de I’équation
tydao = —ixdo,ona Z =7y et go f = Id. O



1.3 Classification des structures de contact

Définition 1.7. Soient Vy et Vi deux variétés. Deux structures de contact & sur Vy et &
sur Vq sont conjuguées s’il existe un difféeomorphisme ¢ : Vo — Vi tel que ¢*& = &. Un tel
difféomorphisme est appelé un contactomorphisme.

Deux structures de contact sur Vi sont isotopes si elles sont conjuguées par un difféomor-
phisme isotope a l’identité.

Exemple. Les deux structures de R3 présentées dans la section 1.1 sont isotopes. En effet le
difféomorphisme

Y R3 — R3
(J%Z/,Z) L (L;y7$2jaz_$27y)

vérifie p*&; = &p.

Soient &y et &1 deux structures de contact isotopes. Notons ¢, l'isotopie vérifiant p7&p = &
et o = Id. Alors pour tout ¢, p;&y = & est une structure de contact. Par conséquent &, et
& sont homotopes parmi les structures de contact. La réciproque est vérifiée sur certaines
variétés, comme le montre le théoréeme de Gray.

Théoréme 1.8 (Gray). Sur une variété close, deux structures de contact homotopes parmi
les structures de contact sont isotopes.

La démonstration de ce théoréme est fondée sur la méthode de Moser. Il s’agit d’'une
méthode treés générale dont on donne ici une formulation adaptée a la géométrie de contact.
Cette méthode est a la base de plusieurs démonstrations de ce rapport. Elle permet de monter
I’existence de contactomorphismes isotopes a l'identité en les cherchant sous forme de flot au
temps 1 d’un champ de vecteurs judicieusement choisi.

Lemme 1.9 (Méthode de Moser). Soit t — oy un chemin lisse d’équations de contact. On
note & la structure de contact associée da l’équation oy. Soit Xy un champ de vecteurs sur V.
dépendant du temps tel que Xy € & en tout point de V. On suppose que son flot i, est défini
jusqu’au temps 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le flot vérifie ;& = &o.
2. Le champ de vecteurs X, vérifie
80&,5

Pt = - +ix, doy

avec iy = %(Rt), ou Ry est le champ de Reeb associé oy .

Démonstration. Si ;& = & alors il existe Ay : V — R tel que ¥}y = M\rag. En différentiant
I’expression précédente par rapport a t on obtient

80%

ot
avec fiy = (/\% %)o;ﬁt_ 1 On évalue sur le champ de Reeb pour obtenir la valeur de p; cherchée.

Réciproquement, on a

oy = +ix, doy

0 * « 304t .
Pt = +ix,doy

= ¢; (1eay)
= (e o .

Par conséquent opfay = exp(p; o @5 1) exp(—pg)ag. Done & = &. O

Démonstration du théoréme de Gray. Notons & et &;les deux structures de contact. Comme
&o et &1 sont homotopes, il existe un chemin continu ¢ +— & parmi les structures de contact
joignant &y et &;. La condition de contact est une condition ouverte, donc il est possible de
lisser ce chemin pour qu’il devienne C*°. Il existe un chemin lisse d’équations de &;, on le note



a¢. On veut utiliser la méthode de Moser, pour cela on va construire un champ de vecteurs
vérifiant la condition
aOét

at —+ ’I:XtdOét

Htoy =
__ Oay
avec iy = 5t (Ry).
Soient € V et t € [0,1]. La forme bilinéaire da;(z) restreinte & & (x) est non dégénérée

et puy(z)o () — 29 () est une forme linéaire sur & (z), donc il existe X;(z) € &(x) tel que

pe(z)a () — 35;* (7) = ix,(z)dot(x). On définit ainsi un champ lisse dépendant du temps X;
tel que sur & on ait pray — % = ix,da; en tout point. Cette relation est aussi vérifiée en
tout point par le champ de Reeb. Donc par linéarité elle est vérifiée sur T'V. Le flot 1, de ce
champ de vecteurs est défini pour tout temps car la variété V est close. Donc par la méthode
de Moser f&; = &o ; par conséquent 1, est isotope a l'identité, Y& = & et les structures &g

et & sont isotopes. O

1.4 Structures tendues et structures vrillées

Pour plus d’informations sur les définitions et les théorémes évoqués dans cette section,
on pourra consulter [9].

Définition 1.10. Une structure de contact est vrillée s’l existe un disque plongé dans 'V dont
le bord est une courbe legendrienne d’invariant de Thurston-Bennequin® nul. Un tel disque
est appelé un disque vrillé. Une structure de contact non vrillée est dite tendue.

Théoréme 1.11 (Bennequin). Les structures usuelles sur R® et S® sont tendues.

La distinction entre structures vrillées et tendues permet d’obtenir des résultats de clas-
sification des structures. Il est clair que 'isotopie ne change pas le caractere de la structure.
Pour les structures vrillées la situation se ramene a I’étude des champs de plans.

Théoréme 1.12 (Eliashberg). Sur une variété de contact de dimension 3 close, si deux
structures vrillées sont homotopes parmi les champs de plans alors elles sont isotopes.

Pour les structures tendues la situation est plus délicate. Voici quelques théorémes qui
illustrent la diversité des situations qui existent.

Théoréme 1.13 (Eliashberg). La structure usuelle sur R? et S est la seule structure tendue
a isotopie pres.

Théoréme 1.14 (Giroux). Sur le tore il existe des structures de contact tendues homotopes
comme champs de plans mais non isotopes.

Théoréme 1.15 (Eliashberg). SurR2?x St il eziste une famille continue de structures tendues
deux a deux non conjuguées.

1.5 Courbes legendriennes

Définition 1.16. Une courbe legendrienne sur une variété de contact est une courbe tangente
au champ de contact en chaque point.

Intéressons nous pour quelques lignes aux courbes legendriennes dans R® muni de la
structure standard ag = dz — ydx. Pour étudier ces courbes il est pertinent de considérer
leur projection sur le plan (z, z).

Définition 1.17. Un diagramme legendrien est une courbe dans le plan (x, z) sans tangentes
verticales et n’ayant pour singularités que des intersections transverses simples et des points
de rebroussement de premiére espéce appelés cusps.

Soit v une courbe legendrienne. Il existe une isotopie C%-petite parmi les courbes legen-
driennes qui joint v & une courbe legendrienne dont la projection sur (z, z) est un diagramme
legendrien.

1. voir la définition 1.20



Proposition 1.18. Soit A\ un diagramme legendrien. Il existe une unique courbe legendrienne
dont la projection sur (x,z) est \.

Démonstration. On parametre la courbe A par

DY — R2
to—r (z(t),y@)).

Pour ¢ tel que z'(t) # 0, on pose y(t) = ;igg Si a’(t) = 0, on est au niveau d’un cusp car

A n’a pas de tangente verticale. Alors ;:(3 admet une limite lorsque s tend vers ¢, on prend

pour y(t) la valeur de cette limite. La courbe ¢t — (z(t), y(t), 2(t)) est lisse et legendrienne car
la condition de contact s’écrit 2’(t) = y(¢t)2’(t). Une telle courbe est unique car la condition
de contact impose 2'(t) = y(t)z'(t) et donc la valeur de y en tous les points pour lesquels 2’
est non nul. O

Proposition 1.19. Soit v une courbe dans une variété de contact. On peut déformer v en
une courbe legendrienne par une isotopie (a extrémités fizées) CO-petite.

Démonstration. On se place tout d’abord dans le cas particulier ou (V,€) est R? muni de la
structure standard. Soit € un réel strictement positif. On parametre la courbe v par

y: I — R3
to— (), y(1),2(1))-

Quitte a effectuer une isotopie C*°-petite on peut supposer que la projection de « sur le plan
(z,z) n’a que des intersections doubles et transverses. Quitte & diminuer ¢, on peut supposer
que si x(t) = z(t'), z(t) = z(t') et t # ¢’ alors |y(¢t) — y(¢')] > €. On projette  sur le plan
(x, z). On isotope dans le plan (z, z) la courbe projetée & un diagramme legendrien ayant en
tout ¢ une pente proche de y(t) & € prés. On note (x5, z5) cette isotopie.

En garantissant que les points doubles de (z5(I), z5(I)) soient suffisamment proches des points
doubles de «y, on peut imposer que z(t) = zs(t') et z5(t) = z5(t') implique |y(t) — y(t')| > e.
Notons (z1,y1,21) la courbe legendrienne obtenue & partir du diagramme legendrien (1, 21).
On consideére l'isotopie 6 : s +— (x4, (1 — $)y + sy1, z5). Pour tout s € [0,1], 05(I) ne contient
pas de point double, donc il s’agit bien d’une courbe. De plus la distance entre v et §5(I)
est toujours inférieure a €. Dans le cas général, on utilise le théoréme de Darboux pour se
ramener au cas précédent. O

Définition 1.20. Soit~y une courbe legendrienne dans la variété de contact (V,€). L’invariant
de Thurston-Bennequin de vy est le nombre d’enlacement de v et de ., ot 7. est obtenue en
poussant légérement vy swivant un champ de vecteurs normal d &. Il est noté tb(7y).

Dans la définition précédente pousser légérement v suivant un champ de vecteur mormal
signifie que l'on regarde I'image de  par le flot pour un temps petit d’'un champ de vecteurs
qui est normal a £ le long de . On sous-entend que le nombre d’enlacement obtenu ne dépend
pas du champ de vecteurs choisi, ni du temps auquel le flot est considéré du moment qu’il est
suffisamment petit.

L’invariant de Thurston-Bennequin a un certain nombre d’interprétations et de définitions
équivalentes. Par exemple, c’est aussi le nombre algébrique d’intersections le long de -y entre £
et le plan tangent & une surface compacte orientée de bord . Il existe aussi une définition basée
sur les diagrammes legendriens qui consiste a compter le nombre de cusps et de croisements.

Les courbes legendriennes possedent une structure locale particuliere.



Proposition 1.21. Soit v : [-1,1] — V une courbe legendrienne simple. Alors il existe un
contactomorphisme ¢ d’un voisinage de v dans un ouvert U de R?® muni de la structure de
contact usuelle tel que o(v) C {(x,0,0),z € R}

Démonstration. La démonstration est une adaptation de la preuve du théoreme de Darboux
en prenant une surface D transverse a £ et définie comme image d’une application

f]-L1[x]-1—-¢g,1+e[—=>V
vérifiant pour tout s € [—1,1], f(0,s) = v(s). O

Théoréme 1.22 (Inégalité de Bennequin). Soit v une courbe legendrienne dans une variété
de contact tendue. Soit S une surface de bord . Alors tb(y) + |[r(7)| < —x(v) ou r(v) est
Penroulement? de ~ relativement da S.

Pour une démonstration de ce résultat, on pourra par exemple consulter [5].

1.6 Courbes transverses

Définition 1.23. Une courbe transverse dans une variété de contact est une courbe trans-
verse au champ de contact en tout point de V.

Soient v une courbe transverse, S une surface bordée par v homologue a zéro et X une

section non singuliére de §|s. On note 7. une courbe obtenue en poussant légerement ~y suivant
X.

Définition 1.24. On appelle autoenlacement de v dans & et on note I(7) le nombre d’enla-
cement de y et ..

Lemme 1.25. Soit C' une courbe transverse simple fermée. Alors il existe un contactomor-
phisme d’un voisinage de C' dans D(0,g) x S (repéré en coordonnées cylindriques) muni de
la structure de contact dz + r?dyp = 0, tel que image de C soit {0} x St.

Pour une démonstration de ce résultat, on pourra consulter [7].

2. L’enroulement est le degré dans £ orienté de la tangente orientée & -y par rapport & une section non
singuliere de &g



Chapitre 2

Surfaces dans les variétés de
contact

Dans la suite, on ne considérera que des surfaces orientées plongées dans des variétés de
contact avec la convention « normale d’abord ».

Soit S une surface. On considere un champ de vecteurs transverses a S. Son flot permet
d’obtenir un difféomorphisme d’un voisinage de S dans S x |—e,e[. L’image réciproque de
Péquation de contact s’écrit alors sous la forme a(z,t) = B¢(x) + us(x)dt, ott pour tout ¢ dans
I'intervalle de définition, u; est une fonction sur S et §; est une 1-forme! sur S. Tout est bien
str lisse.

La condition de contact a une forme particuliere pour les équations de ce type. Apres
calcul elle devient :

0
Utdﬁt + 6,5 N (dut — (,f:) > 0. (C)
Soit w une forme volume sur S. Si B; = iy,w on obtient 2.
utdivatfdut~Yt+%~Y>0. ()

2.1 Feuilletages

2.1.1 Définition

Définition 2.1. Un feuilletage singulier localement orientable .# sur une variété S de di-
mension 2 est la donnée d’une famille {U;, X;} ou {U;} est un recouvrement ouvert de S et
pour tout i, X; est un champ de vecteurs sur U; vérifiant : pour tous i et j, il existe une
fonction f;;: U;NU; — R* telle que sur U; NU; on ait X; = f; ; X;.

On dit que le champ de vecteurs X dirige .F si pour tout i il existe une fonction f; : U; —
R* telle que sur U; on ait X; = f; X.

Considérons un feuilletage singulier localement orientable sur une surface S orientée par
w. Placons nous sur un ouvert U; et définissons la 1-forme sur cet ouvert 8; = ix,w. Sur
U;NUj; on a B = f;;B;. Réciproquement on se donne une famille {U;, 8;}, o {U;} est un
recouvrement ouvert de S et pour tout 7 3; est une 1-forme sur U;, telle que pour tous i et
J, il existe une fonction f; ; : U; N U; — R* vérifiant 3; = f; ;8; sur U; N U;. Alors I’équation
Bi = ix,w permet d’obtenir des champs de vecteurs sur les U; vérifiant les hypotheses de la
définition précédente. Ainsi, un feuilletage peut étre défini soit par des champs de vecteurs
soit par des 1-formes. La donnée d’un champ de vecteurs dirigeant % est équivalente a la
donnée d’'une 1-forme définie sur S.

1. Nous sommes ici face & un abus de notation qui se répétera dans la suite du rapport : si 8 une 1-forme
sur S et II: S x R — S la projection sur S, on confond IT*f et 3.

2. La divergence d’un champ de vecteur par rapport a une forme volume w est I'unique fonction telle que
Lxw = (divy, X)w.
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Proposition 2.2. Soient S une surface, B8 et 5’ deux 1-formes sur S qui tracent le méme
feuilletage et telles qu’en tout point singulier du feuilletage df # 0 et dB’ # 0. Alors il existe
u: S — R* lisse telle que 8 = uf’.

La difficulté est de montrer le résultat au niveau des singularités du feuilletage. On utilise
le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soient U un voisinage de 0 dans R? repéré par les coordonnées (x,vy), f et
g deux fonctions lisses de U dans R? vérifiant f(0) = g(0) = 0 et g—;z # 0. Alors il existe
U =]-a,a[x]-b,b[C U, u:U — R lisse et v :]—b,b[ = R lisse tels que surU’, g = uf +v.

Démonstration du lemme. Soit

p: U = R?
(z,y) = (f(z,9),9)

La différentielle de ¢ est inversible en 0, donc quitte a restreindre U, on peut supposer que
¢ : U — U" est un difféomorphisme et U” = ]—a’,a’[ x ]—b',b'[ est un voisinage de 0 dans R?.
L’application ¢ permet de se ramener au cas ot f(x,y) = x. Notons gy = gop~': U"” — R?
et posons

uy - u” — R

(z,y) fo 891 (tz,y)dt

et
vy ]=bb — R
y = q1(0,y).
On a alors g1 = w1z 4+ v; et donc g =uy o - f + vy. O

Démonstration de la proposition. Soit xg € S. Si xg est un point non singulier du feuilletage,
alors sur un voisinage de x( le feuilletage est non singulier et il existe une unique fonction u
qui ne s’annule pas telle que 8’ = uf.

Si zp est un point singulier du feuilletage tracé par S (et donc 8’) Il existe un difféomor-
phisme d’un voisinage de zy dans un voisinage Ude 0 dans R?, repéré par les coordonnées
(z,y), qui envoie z¢ sur 0. On transporte les 1-formes dans U. Elles s’écrivent sous la forme

B = f(z,y)dx + g(x,y)dy et B’ = f'(x,y)dx + ¢'(x,y)dy et vérifient f(0) = g(0) 6ff’(0) =

g'(0) = 0. De plus on sait que df(0) # 0 et dB’(0) # 0 par conséquent gw ~ o # 0.
Supposons que 22 20 # 0 (Pautre cas se traite la méme maniére).

D’apres le 1emme il existe U’ = ]—a,a[ x |=b,0[ C U, u: U’ —>Ret v :]=b,b[ — R lisses
tels que sur U’, ¢’ = ug + v. Quitte a réduire U’, C = g g(x,y) = 0} est une courbe

qui intersecte tous les segments {(x,yo),x € |—a,a[} car 6—‘0 ;é O En tout point (x,y) de C,
comme (3 et 8’ tracent le méme feuilletage, on a ¢’(z,y) = 0 et donc v(y) = 0 ainsi v est nulle
sur |—b, b et ¢’ = ug. En tout point du feuilletage non singulier on a alors ' = uf et comme
les points singuliers forment au plus une courbe ’égalité est vérifiée partout. Par conséquent
B =up.

Il reste & montrer que u est partout non nulle. Supposons par I’absurde qu’il existe x € U’
tel que u(z) = 0. Alors 8'(x) = 0 et donc B(x) = 0. De plus

dp’(0) = du(0) A B(0) + u(0)dB(0) =

ce qui contredit les hypotheses.

Comme la fonction u vérifiant 8’ = uf est unique sur ’ensemble des points non singuliers
du feuilletage et comme on connait une telle fonction au voisinage des singularités c’est
forcément la méme et on peut prolonger wu. O

Remarque. On peut montrer un résultat équivalent sur les champs de vecteurs définissant
le méme feuilletage.

Proposition 2.4. Soit S une surface a bord orientée. Alors il existe 5 une 1-forme sur S
positive sur S et telle que df est une forme volume.

On pourra consulter [8] pour trouver une description de la construction du feuilletage qui
permet de définir 5.
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Théoréme 2.5 (Peixoto). Un champ de vecteurs sur une surface orientable fermée est C>°-
génériquement de Morse-Smale3.

Ce résultat est détaillé dans [14].

2.1.2 Feuilletage caractéristique

Soit S une surface plongée dans V. Soit € S. L’intersection entre TS et £, est un plan
si TS et &, sont confondus et une droite sinon. Localement on peut diriger 7,5 N &, par un
champ de vecteurs qui est nul si 7,5 = £, et non nul sinon. Les courbes intégrales sont alors
des courbes legendriennes.

Définition 2.6. Le feuilletage singulier ainsi obtenu est appelé feuilletage caractéristique de

S.

Si la surface S est orientée, on peut trouver un champ de vecteurs dirigeant son feuilletage
caractéristique de la facon suivante. Soient w une forme volume définissant ’orientation de
S et a une équation de contact. On note g la restriction de o aux plans tangents a S. Le
champ de vecteurs Y tel que iyw = g est le champ de vecteurs cherché.

Sur S x ]—g, e[ considérons la forme de contact a(z,t) = fi(x) + u(z)dt ol us est une
fonction sur S et f; est une 1-forme pour tout ¢ € |—e,[. Alors la restriction de o aux plans
tangents a S x {0} est 5y et tout champ de vecteurs X dirigeant le feuilletage caractéristique
de S x {0} vérifie ix By = 0.

Définition 2.7. Soient S une surface dans la variété de contact (V,€) et x un point critique
du feuilletage caractéristique de S. Une singularité x est dite positive si les orientations de
T,S et &, sont les mémes et négative dans le cas contraire.

On peut monter que les singularités du feuilletage caractéristique de type source sont
des singularités positives et les singularité de type puits sont des singularités négatives. Par
ailleurs, les singularités du feuilletage caractéristique sont toutes a divergence non nulle, en
effet en une singularité z on a T,,S = £, donc daj¢, = d(iyw) = (div, Y)w. Comme doye, est
non dégénérée on a div, Y # 0 en z.

Définition 2.8. Soit Y un champ de vecteurs sur une variété orientée par la forme w. Un
point singulier est dit isochore si div, Y s’y annule.

On a donc montré qu’un feuilletage caractéristique ne possede pas de singularité isochore.
La réciproque est vraie.

Proposition 2.9. Soient S une surface orientée plongée dans V et F un feuilletage singulier
tracé sur S et défini comme noyau d’une 1-forme By. Alors F est le feuilletage caractéristique
induit sur S par un germe® de structure de contact si et seulement si .F est sans singularités
isochores.

Démonstration. On a déja montré un des sens de 1’équivalence.

Supposons maintenant que .# est sans singularités isochores. Il existe un difféomorphisme
d’un voisinage de S dans Sx] — ¢, €[ qui envoie S sur S x {0}. On construit une structure de
contact sur Sx] — ¢, e[ qui trace le feuilletage caractéristique .# sur S x {0}. On cherche une
équation de contact de la forme a(z,t) = B¢(z) + us(x)dt, out B est, pour tout ¢, une 1-forme
sur S, vérifiant B;—g = Bg.

Soit w une 2-forme définissant I'orientation de S. Il existe u : S — R telle que dfy = uvw et
v une 1-forme sur S telle que By A v soit une 2-forme positive par rapport a w et strictement
positive si fp # 0. On définit la 1-forme a(x,t) = Bo(x) + t(du(x) — y(z)) +u(x)dt. En ¢t =0,
la condition de contact s’écrit udB+ B A~y # 0 d’apres (C). Elle se réécrit u?w+ Ay # 0. Au
niveau d’une singularité z, c’est-a-dire si f(x) = 0, comme .Z est sans singularité isochore,
on a dfB(x) # 0 et donc u(z) # 0. Soit x € S, si B(x) = 0 alors u(z) # 0 et u?w+ LAy # 0. Si
B(xz) # 0 alors Bg Ay > 0 et u?w+ B A7 # 0. Donc « est une équation de contact au voisinage
de S x {0}. Elle trace le feuilletage .# sur S x {0}. O

3. voir la définition 2.16

4. Pour définir un germe, on définit une relation d’équivalence sur les champs de plans au voisinage d’un
ensemble E : deux champs sont équivalents s’ils coincident sur un voisinage de I’ensemble E. On appelle germe
une classe d’équivalence.
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Par ailleurs, le feuilletage caractéristique sur une surface détermine le germe de la structure
de contact le long de la surface, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 2.10. Soit S une surface compacte plongée dans V. Deux germes de structures de
contact qui induisent le méme feuilletage caractéristique sur S sont conjugués par un germe
de difféomorphisme isotope a l’identité parmi les difféomorphismes préservant le feuilletage.

Démonstration. On veut appliquer la méthode de Moser, pour cela il faut construire un
chemin lisse d’équations de contact adapté.

Il existe un difféomorphisme d’un voisinage de S dans S x ]—¢, ¢[. On transporte les deux
structures de contact. Elles admettent des équations de la forme a(z,t) = Bi(z) + us(z)dt et
o (x,t) = Bi(x) + uj(x)dt o pour tout ¢, B et B sont des 1-formes sur S et uy : S — R,
up 0 S — R

Les deux 1-formes fy et 3 tracent le méme feuilletage sur S, de plus la condition de
contact (C) impose qu’au niveau d’une singularité du feuilletage dfy et df, soient non nulles.
Par conséquent, d’aprés le lemme 2.2, il existe u : S — R* telle que By = uf{. Donc, quitte a
multiplier « par u, on peut supposer que Sy = 3. On considére alors la 1-forme

a®(z,t) = sa(z,t) + (1 — s)d’(z,t) = Bi(z) + uf(x)dt.

La condition de contact pour ¢t = 0 s’écrit d’apres (C)

ug/\dﬁo—l-ﬁo/\(duf)— O) > 0.

Elle devient en développant :

s <u0 A dBo + Bo A (duo - %itt:())) +(1-s) (uaAdﬂoJrﬁoA <du6 - %ittzo)) >0

On retrouve les deux conditions de contact de « et o/, donc la condition de contact est vérifiée
pour tout s, et g est une équation de contact. On note &, la structure induite par a;. Il est
clair que les équations de contact a; définissent le méme feuilletage sur S x {0} car 5y = f;).

Soient z € V et t € [0,1]. On pose ps = a;; (Rs). La forme bilinéaire das(z) restreinte

a &s(x) est non dégénérée et pus(x)as(r) — 66%(93) est une forme linéaire sur &, (z). Donc il

existe X;(z) € &s(z) tel que ps(z)os(z) — %(x) =ix,_(z)das(r) sur {(r). La méme relation
est vraie sur Rs(x) donc par linéarité elle est vérifiée sur tout 7, V. Le champ de vecteurs X
obtenu est lisse.

Il faut maintenant montrer que son flot s est défini jusqu’au temps 1 au voisinage de
S x {0}. Pour cela on montre que le champ de vecteurs X, est tangent & S x {0} en tout
point de S x {0}. Soient z € S et v € {(x,0) N T(4,0)(S x {0}). On sait que ay(z,0)(v) =0
et que 85"; (z)(v) = ap(z)(v) — ai(z)(v) est proportionnelle a dt et donc nulle sur v. Par
conséquent dag(Xs,v) = 0. Donc as A dag(Rs, Xs,v) = 0 et les vecteurs (R, X5, v) ne sont

pas indépendants. On obtient ainsi que v et X;(z) sont colinéaires et donc

Xs(x) € &(x,0) ﬂT(LO)S x {0}.

Par conséquent, si on restreint X a .S x {0}, comme S est compacte, le flot est défini pour
tout temps. Donc le flot est défini jusqu’au temps 1 pour un voisinage de S x {0}. On peut
alors appliquer le lemme de Moser et obtenir une famille lisse de difféfomorphismes 15 avec
s € [0, 1], tels que pour tout s € [0, 1], ¥*&s = &o.

Il est de plus clair que 1 est isotope & 'identité et qu’il préserve S x {0} ainsi que le
feuilletage. O

2.2 Convexité en topologie de contact

2.2.1 Définition

Définition 2.11. Soit S une surface close orientée. On suppose que V' est close. Alors S est
&-convexe sil existe champ de vecteurs X dont le flot préserve & et qui est transversal a S,
c’est-a-dire que S est E-convexe s’il existe un champ de contact transversal a S.
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Exemple. On se place dans R3 muni de la structure o = dz + ydz — xdy (c’est la structure
définie par la 1-forme dz — 72df en coordonnées cylindriques). La sphére S? = {(z,y, 2), 2% +
y? + 22 = 1} est convexe. En effet, le champ de vecteurs X (z,y, z) = (r,y,22) est transversal
a S? et est un champ de contact. Son flot ¢:(x,y,2) = (exp(t)x,exp(t)y, exp(2t)z) vérifie
via = exp(2t)a.

En utilisant le flot de X on peut construire un difféomorphisme d’un voisinage U de S
dans S X ]—¢, e[ sur lequel la structure de contact est verticalement invariante. Le théoréme
de Lieberman nous permet méme de prolonger X a toute la variété. Comme la variété est
compacte sans bords, le flot est défini pour tout temps et on obtient un difféomorphisme d’un
voisinage de S dans S X R ou la structure transportée est verticalement invariante. L’équation
de contact peut alors s’écrire a(x,t) = f(z) + u(x)dt ot v : S — R et 5 est une 1-forme sur
S. Le feuilletage caractéristique est constitué des noyaux de (.

La propriété de convexité se transmet par contactomorphisme. Soient deux variétés de
contact (V1,£1) et (Va,&) conjuguées par . L’'image d’une surface convexe S pour &; est
convexe pour &, et le feuilletage caractéristique de ¢(S) est I'image par ¢ du feuilletage
caractéristique de S.

2.2.2 Découpage

Définition 2.12. Soient S une surface dans une variété de dimension 3 et F une feuilletage
singulier localement orientable tracé sur S. Une multicourbe T tracée sur S découpe F s’il
existe une partition Sy 11.S_ de S\T, un champ de vecteurs Y qui dirige le feuilletage et une
forme volume w tels que div, Y > 0 sur S4, div, Y <0 sur S_ et Y est sortant de S;.. Une
telle courbe T est appelée une courbe de découpage.

En fait, on peut fixer la forme volume quitte a changer le champ de vecteurs car pour tout
fonction f strictement positive divs, Y = %divw fY.

Remarque. S. ou S_ sont rarement connexes. Les surfaces S et S_ sont des réunions de
composantes connexes de S\ T".

Théoréme 2.13. Soient S une surface plongée dans V' et F son feuilletage caractéristique.
La surface S est &-convexe si et seulement s’il existe une courbe I' qui découpe F .

De plus, si S est conveze et si X est un champ de contact transversal a S alors on peut
prendre I = {z € S, X (x) € £(z)}. On parle alors de découpage associé & X.

Enfin, si la variété est S x R avec pour équation de contact I’équation verticalement inva-
riante oo =  + udt, on peut choisir I' = {x € S,u(x) = 0}.

Dans le dernier cas particulier du théoréme, la condition de contact donnée par (C) est
BN du+ udf > 0. En un point de I' elle s’écrit S A du > 0, ce qui implique que du est
surjective ; par conséquent I" est bien une sous-variété de dimension 1.

Les deux cas particuliers du théoréme fournissent la méme courbe de découpage. En effet,
Pensemble {x € F,u(x) = 0} est 'ensemble des points pour lesquels le champ de contact %
appartient au plan de contact. Réciproquement, soit X un champ de contact transverse a S,
alors le flot de X permet d’obtenir un difféomorphisme d’un voisinage de S dans S x |—¢, ¢[
sur lequel la structure de contact est verticalement invariante et qui envoie X sur %. La
structure de contact s’écrit alors a(z,t) = () + u(x)dt ot u : S — R et § est une 1-forme
sur S.On a T = {z € S,u(z) =0}.

Exemple. Reprenons l'exemple de S? dans R? muni de a = dz + ydz — zdy. L’équateur
est une courbe de découpage : c’est ’ensemble des points pour lesquels le champ de contact
X(z,y,z) = (x,y,22) est inclus dans le plan de contact.

Démonstration du théoréme 2.13. Supposons que S est convexe. Il existe un voisinage de
S qui est difféomorphe & S x R et tel que la structure induite soit de la forme «a(z,t) =
B(x) +u(xz)dt ot u: S — R et § est une 1-forme sur S. Montrons que I' = {x € F,u(z) = 0}
est une courbe de découpage pour S x {0}. On note S; = {x € S,u(z) >0} et S_ = {x €
S,u(xz) < 0}. On pose w = B A du+ udf, c’est une forme volume sur S d’apres I’équation
de contact (C). Soit Y tel que iyw = f, le champ de vecteurs Y dirige le feuilletage. Pour
x €T, la condition de contact (C’) donne —du(x) -Y > 0. Par conséquent I' est transversal
au feuilletage et Y est sortant de 5.
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On cherche Q2 telle que divg Y > 0 sur S;, divg Y < 0 sur S_. Sur S, on pose wy = %w
et sur S_ on pose w_ = f%w. On a alors

1
dive, ¥ = —(~du A +udp)

et
div, Y = %(du A B —udp).
u

Par conséquent sur S, on a div,,, Y > 0 et sur S_ on a div,,_ Y < 0. Il ne reste qu’a lisser
les formes w; et w_ au voisinage de I' pour obtenir €.

Il existe un voisinage A de I' et un difféomorphisme de A dans I' x |—¢, e[ qui envoie YV
sur %. Sur S\ A, on pose Q = Wl‘w. Sur A, on prend les coordonnées (t,s) sur I' x |—¢, g[.
Soit wg = dt A ds. Au voisinage du bord de A, on écrit Q2 = f(¢, s)wp. On veut prolonger f
sur tout A. Comme divg Y = %ﬁwo, on voit que le signe de la divergence est déterminé par

le signe %, prolonger f pour obtenir une fonction strictement positive et qui vérifie la bonne

condition sur % ne pose pas de probléme. On peut donc prolonger 2 sur A.

Réciproquement, supposons maintenant qu’il existe une courbe de découpage I' pour ..
On reprend les notations S;, S_, Y et w de la définition. On veut monter que S est convexe.
Pour cela, on prend un voisinage de S difféomorphe & S x R et on transporte la structure de
contact et le feuilletage. On note toujours & et .% les images de £ et .%. On montre qu’il existe
une structure ¢’ verticalement invariante sur S x R qui trace sur S x {0} le feuilletage .%#.
Pour cette structure S x {0} est donc convexe. D’apres le théoréme 2.10 les deux structures
& et & sont conjuguées par un difféomorphisme qui préserve S x {0} et &. Par conséquent,
S x {0} est aussi convexe pour la structure &.

On se place donc sur S X R et on cherche une structure de contact verticalement invariante
de la forme a(z,t) = f(x) + u(z)dt avec S une 1-forme sur S et v : S — R qui trace le
feuilletage Z sur S x {0}. Il existe un voisinage A de T" et un difffomorphisme de A dans
I’ x ]—e, e[ qui envoie Y sur %. On pose § = iyw.

En dehors de A, sur Sy on prend v =1 et sur S_ on prend u = —1. La forme « obtenue
est bien de contact : (C) se reformule par df > 0 sur S et df < 0 sur S_. Or div, Y = dp
et donc la condition de contact est toujours vérifiée.

Sur A, d’aprés (C’) on cherche une fonction u vérifiant I'inégalité u(t, s) div,, Y (s, t) — % >
0 et valant 1 pour s proche de € et —1 pour s proche de —¢ pour avoir une équation de contact.
Cherchons u sous la forme

u(t,s) = v(s) exp (/ div,, Y(t,u)du).
0
L’inéquation devient
—v'(s) exp (/ div, Y (¢, u)du) > 0.
0

Il suffit de prendre v strictement décroissante et telle que v(0) = 0 pour que a = 8 4 udt soit
une structure de contact verticalement invariante qui trace le feuilletage .# sur S x {0}. O

Remarque. Soit une surface compacte convexe S munie d’'une courbe de découpage I', alors
il existe un champ de contact X tel que I" soit le découpage associé a X.

Proposition 2.14. Soit S une surface convexe dans une variété de contact. Deux découpages
d’un méme feuilletage caractéristique F de S sont isotopes parmi les découpages.

Démonstration. Soit U un voisinage de S difféomorphe a S x R sur lequel la structure de
contact est verticalement invariante, on la note a(z,t) = B(z) + u(x)dt, ot S est une 1-
forme sur S. Soit I' = {& € S,u(x) = 0}, c’est une courbe de découpage. Considérons une
seconde courbe I'y et montrons que ces deux courbes sont isotopes. D’apres la démonstration
précédente, il existe u1 : S — R et 51 une 1-forme sur S tels que oy = By +u1dt soit une forme
de contact et I'y = {z € S,u;(x) = 0}. Le feuilletage tracé sur S x {0} par oy est .#. Quitte a
multiplier «; par une fonction qui ne s’annule pas, on peut donc supposer que 31 = 3, d’apres
le lemme 2.2. L’équation a; = sa + (1 — s)a; est toujours une équation de contact (d’apres
(C)) de courbe de découpage I's = {x € S, us(x) = 0}. C’est 'isotopie cherchée. O
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2.2.3 Surfaces convexes et feuilletage

La convexité contraint le feuilletage caractéristique d’une surface a ne pas posséder cer-
taines connexions de selles® : les connexions de selles rétrogrades. Une connezion de selles
rétrograde est une orbite du feuilletage caractéristique joignant une selle qui est une singularité
négative, a une selle qui est une singularité positive.

O 2]
une connexion de selle rétrograde

Proposition 2.15. Le feuilletage caractéristique d’une surface convexe S dans une variété
de contact ne posséde pas de connexion de selles rétrograde.

Démonstration. On se place dans un voisinage de S difféomorphe a S xR. Sur S xR, ’équation
de contact s’écrit a(x,t) = B(x)+u(z)dt ou B est une 1-forme sur S. Supposons qu'il existe une
connexion de selles rétrograde entre x( et x1, on note ¢ l'orbite entre les deux selles. Comme
xo est une singularité négative, on a u(zg) < 0, et comme x; est positive u(zy1) > 0. Soient w
qui oriente S et Y vérifiant iyw = 8. La condition de contact s’écrit u div, Y — du(Y) > 0
d’apres (C). En un point z tel que u(x) = 0 on a donc —du(Y) > 0. Donc uop(t) est négative
pour t proche de —oo, positive pour ¢ proche de 400 et ne peut s’annuler qu’en décroissant.
On a une contradiction. O

En réalité, cette condition est presque suffisante comme le montre le théoreme 2.17 ci-
dessous.

Définition 2.16. Un feuilletage singulier est dit de Morse-Smale si ses singularités et feuilles
fermées sont hyperboliques, si l’ensemble limite de toute demi-feuille est soit une singularité
soit une feuille fermée et s’il n’y a pas de connexion de selles. On parle de feuilletage presque
de Morse-Smale si les seules connexions de selles interdites sont les connexions de selles
rétrogrades.

Théoréme 2.17. Soit S une surface compacte dans une variété de contact. Si son feuilletage
caractéristique est presque de Morse-Smale alors S est conveze.

Démonstration. On va construire une courbe de découpage sur S, on aura ainsi la convexité.
On commence par construire une surface S’ C S qui contient toutes les singularités et les
orbites périodiques. On place un disque autour des nceuds, un anneau autour des orbites
périodiques et une bande autour des séparatrices stables des selles positives et instables des
selles négatives. On peut les recoller pour former une surface réguliére pour laquelle le champ
Y est transverse au bord.

Sur S\ 5/, il n’y a aucune singularité. Soit A une composante connexe de S\ S’, 'indice
de Y sur 0A est 0 donc A est un anneau et Y est sortant sur un des bords et rentrant sur
I’autre. En suivant le flot, on construit un difféomorphisme de A dans

A ={(z,y) eR* 1< /a2 +y2 <2}

qui transporte Y sur %. On transporte dans A le cercle de rayon % On effectue cette opération
pour toutes les composantes et on note I' la courbe obtenue. Chaque composante connexe
de S’ ne contient que des singularités de méme type (positives ou négatives). En effet, les
bandes ajoutées autour des séparatrices des selles lors de la construction de S’ ne relient que
des singularités de méme signe : puits et selle négative, source et selle positive ou deux selles
de méme signe (car il n’y a pas de connexion de selle rétrograde). On note S’ I’ensemble
des composantes ou les singularités sont positives et S’ D’ensemble des composantes ou elles
sont négatives. On a déja Y, il faut construire w. On prend w tel que la divergence de Y soit
toujours positive sur S’y et négative sur S’ . Il ne reste plus qu’a prolonger w, on procede
comme pour la démonstration précédente. O

5. Une connexion de selles est une orbite joignant deux selles.

16



Théoreme 2.18. Soit S une surface plongée dans une variété de contact. On peut rendre S
convexe par une isotopie C* -petite.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Peixoto (théoréme 2.5), un champ de vecteurs sur
une surface orientable fermée est C*°-génériquement de Morse-Smale. Comme la condition de
contact est une condition ouverte et d’aprés le théoréme de Gray (théoréme 1.8), il existe une
isotopie C*°-proche de l'identité joignant la structure £ a une structure de contact qui trace
un feuilletage de Morse-Smale sur S. L’inverse de cette isotopie est 'isotopie cherchée. O

Théoréme 2.19. Soit S une surface compacte. Soient & et & deux structures de contact
verticalement invariantes sur S xR qui induisent le méme feuilletage F sur S x {0}. Alors &y
et &1 sont conjuguées par un difféomorphisme de la forme ¢ x Id ou ¢ est un difféomorphisme
de S isotope a lidentité parmi les difféomorphismes préservant % . De plus si le découpage de
S x {0} associé au champ vertical est le méme pour les deux structures alors il est préservé
par l'isotopie.

Démonstration. Les structures & et £, admettent des équations de la forme «;(z,t) = B;(x)+
u;(x)dt, ot B; est une 1-forme sur S définissant le feuilletage et u; : S — R. D’apres le lemme
2.2, on peut supposer 9 = (1. Les 1-formes o, = sag + (1 — s)ay sont de contact d’apres
(C). La démonstration du théoréme 2.10 utilisant la méthode de Moser s’adapte ici sans
difficulté. De plus, si les découpages définis par w sont les mémes alors c’est le cas pour
tous les découpages intermédiaires. Enfin le champ X, obtenu par la méthode de Moser est
verticalement invariant et n’a pas de composante selon %, par conséquent le champ % est
invariant par le flot de Xj. O

Ce théoreme s’étend aux surfaces convexes difféomorphes dans deux variétés de contact.

Théoréme 2.20. On considére deuz surfaces convexes compactes S1 et Sy dans deux variétés
de contact Vi et Va et deux champs de contact associés X1 et Xo. S’il existe un difféomor-
phisme de S1 dans Sy qui respecte les orientations et envoie un feuilletage sur l'autre alors il
existe un germe de difféomorphisme de contact qui envoie Sy sur So et X1 sur Xs.

Démonstration. Grace au flot des champs de contact, on construit deux difféomorphismes de
voisinages de S et So dans 51 xR et S xR, les champs de contacts sont alors envoyés sur %.
Grace au difféomorphisme entre les surfaces on obtient un difféomorphisme de S; xR sur Sy x
R. En transportant la structure définie sur S; X R on obtient alors deux structures dans So x R
qui tracent le méme feuilletage caractéristique. On applique alors le théoréeme précédent pour
obtenir un germe de difféomorphisme ¢ isotope a l'identité qui conjugue les deux structures
sur So X R. On compose alors ¢ avec les difféomorphismes évoqués précédemment daans la

démonstration pour obtenir un germe de difféomorphisme ¢ de Vi dans V5. Comme Z; est

invariant par ¢, X7 est envoyé sur Xy par . O

2.2.4 Modification du feuilletage caractéristique

Dans cette section on se demande si on peut déformer une surface convexe S pour obtenir
comme feuilletage caractéristique de S un autre feuilletage singulier.

Définition 2.21. Soit X un champ de contact transversal ¢ S. Une isotopie de S — V est
admissible si c¢’est une isotopie a travers des surfaces transversales da X .

Théoréme 2.22. Soient S une surface convexe compacte dans une variété de contact et X un
champ de contact transversal a S. On note I' la courbe de découpage du feuilletage caractéris-
tique de S associée a X. Soit F un feuilletage singulier localement orientable découpé par T'.
Alors il existe une isotopie admissible 55 : S — V,s € [0,1], telle que 65(S) soit CO-proche de
S et le feuilletage caractéristique de 615 soit 61.% . De plus, pour tout s, le découpage associé
a X de §5(S) est §5(T).

Démonstration. La démonstration repose sur la méthode de Moser, nous allons donc com-
mencer par construire une famille d’équations de contact adaptée.

On oriente S par une forme w. Le flot du champ X fournit un difféfomorphisme d’un
voisinage de S (aussi petit que l'on veut) dans S x R tel que, sur S x R, I'image de la
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structure de contact ait pour équation ag(x,t) = B(x) + u(x)dt o 8 est une 1-forme sur S
et u: S — R

On note le feuilletage caractéristique %#y. La courbe de découpage I" sépare S en S, et
S_. On note wy et Y7 une 2-forme et un champ de vecteurs tels que Y; dirige .%, dilate w;
sur Sy et la contracte sur S_.

Soit A un voisinage de I" tel qu'il existe un difféomorphisme de A dans I x ]—1, 1| vérifiant
les conditions suivantes

— limage de % est constituée des segments {(t,u),u € |—1,1[};

— pour tout ¢t € T la feuille de I'image de . passant par (¢,0) est un graphe au-dessus du

segment {(t,u),t € |—1,1[}.
Notons A_ =ANS_et AL =ANS;.

Sur ((S\ 4A) N Sy) xR, en divisant « par une fonction strictement positive on écrit une
équation de &y sous la forme a = iy, w + dt. La condition de contact (C’) impose div,, Y > 0.
Quitte a multiplier Y7 par une fonction strictement positive on peut supposer que w; = w.
On pose alors Yy = sYp + (1 — s)Y7, les 1-formes o = iy, w + dt sont des équations de contact
d’apres (C).

De méme, sur ((S\ A)NS_) x R on écrit une équation de & sous la forme a = iy,w — dt.
La condition de contact (C’) impose div,, Yy < 0. On peut supposer que w; = w et on pose
Y, = sYy + (1 — s)Y7, les 1-formes s = iy,w — dt sont des équations de contact d’apres (C).

Sur A x R, on prolonge Yj et Y] en des champs dirigeant %y et .%. On écrit une équation

de £ sous la forme ag(z,t) = iy,w + ug(x)dt avec ug = 1 au voisinage de JA, et uy = —1
au voisinage de OA_. On pose alors Yy = sYy + (1 — s)Y7. On cherche us, s € [0, 1] tels que
les 1-formes a; = iy, w + usdt soient de contact, que us = 1 au voisinage de 0A, et us = —1

au voisinage de dA_. La condition de contact & vérifier est u, div,, Yy — du(Y;) > 0 d’apres
léquation (C’).

Considérons A x [0, 1] muni du champ de vecteurs Y (z, s) = Ys(z). D’apreés le théoréme de
la boite de flot, il existe un difféomorphisme f de A x [0,1] dans " x |—¢, ] x [0, 1], muni des
coordonnées (t, u, s), tel que I'image de Y soit a% et qui envoie A x {s} sur I" x |—¢, e[ x {s}.
Le probléme précédent se rameéne alors a trouver une fonction U : T' x |—¢,¢[ x [0,1] — R
telle que U(+,-,0) = ug o f~*, U = 1 pour u proche de &, U = —1 pour u proche de —¢ et
U(t, u,s)divy, Ou — 92 (¢, s,u) > 0. On cherche U sous la forme

u

Ult,u,s) =V(t,u) exp/ div,, du dv.
0

L’équation devient %—Z < 0. La condition est vérifiée pour s = 0 et v proche de 1 ou —1. On
prolonge V a T’ x |—¢,¢[ x [0,1] ce qui est possible car V est positive pour u proche de 1 et
négative pour u proche de —1.

Les deux familles a;; construites se recollent bien. On obtient alors une famille d’équations
de contact définies sur S x R. Sur S x {0}, le feuilletage caractéristique induit par oy est .Z.

Il existe un champ de vecteurs X verticalement invariant vérifiant ysas = aa(’; +ix,dos
avec g = 85‘; (Rs), ou Ry est le champ de Reeb associé s (on utilise une méthode analogue
a celle présentée dans la démonstration du théoréme 2.10). Comme S est compacte et X est
verticalement invariant, la dérivée de toute solution de ’équation différentielle y'(t) = X (y(t))
est bornée et par conséquent définie pour tout temps donc le flot ¢, de X, est défini pour
tout temps. On applique alors la méthode de Moser et on obtient ¢%&s = &.

Posons §; = <ps_|éx (0} Sur S x {0}, le feuilletage caractéristique induit par a; est .%. Par

conséquent, le feuilletage caractéristique sur la surface d;(S x {0}) = @7 (S x {0}) pour la
structure de contact & = oy & est o7 {(F) = 6, (F).

Comme X, est invariant par translation selon %, pour tous s € [0,1], x € Set t € R
on a ps((z,t)) = @s(x,0) + t%. Par conséquent, le flot ¢, préserve % pour tout s. Donc
07 1(S x {0}) est transverse a % pour tout s et % est toujours un champ de contact pour
071 (Sx{0}). Pour tout s, p; ! établit un contactomorphisme entre S x R muni de la structure
&s et S x R muni de la structure &y. Pour la structure de contact &, la surface S x {0} est

découpée par T, donc §,4(T") découpe (S x {0}). O

Remarque. Si on modifie le champ de vecteurs X loin des surfaces 05(S) de facon lisse pour
obtenir un champ nul pour ¢ grand, I'isotopie ¢3! s’étend & tout la variété V.
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Corollaire 2.23 (Lemme de réalisation). Soient S une surface convere dans une variété de
contact, I' une courbe de découpage de S et K une courbe tracée sur S. On suppose que chaque
composante de S\ K rencontre I'. Alors il existe une isotopie admissible §s : S — V,s € [0,1]
telle que 05(S) soit CO-proche de S et 61(K) soit legendrienne et tracée sur 61(S). De plus,
pour tout s, 05(I") est une courbe de découpage de 64(S).

La démonstration repose sur la construction sur S d’un feuilletage adapté a I' pour lequel
K est est une réunion de feuilles. On applique ensuite le théoreme précédent. Pour plus de
détails on pourra consulter [11].

Théoréme 2.24. Soit (V, ) une variété de contact tendue. Soient S une surface convezxe et
I' une courbe de découpage de S. Alors

- 518 =52%,T na quune composante conneze

~ 50 S # 82, aucune composante de S\ T n'est un disque.

Démonstration. Supposons S = S2. Si € est tendue alors ¢ est isotope a la structure standard
sur la sphere et ses courbes de découpage n’ont qu'une seule composante connexe.
Supposons S # S2. Si une composante de S\ T est un disque D alors il existe un feuilletage
Z adapté a T tel que D contienne un disque D’ ayant pour bord une orbite périodique de .Z.
On utilise alors le théoréme précédent pour trouver une isotopie de S notée ds pour laquelle
01(F) est le feuilletage caractéristique de 01(S5). L’invariant de Thurston-Bennequin de D’
est nul. On obtient ainsi un disque vrillé et la structure est donc vrillée. O

2.3 Le cas des surfaces a bord

On peut se demander si la notion de convexité peut avoir un sens pour les surfaces a
bord et si on peut retrouver les propriétés des surfaces sans bord. La définition ne semble
pas poser de probléme, en effet, un champ de contact transverse a un sens pour les surfaces
a bord. Cependant le cadre naturel est celui des surfaces a bord legendrien d’invariant de
Thurston-Bennequin négatif pour pouvoir garantir la généricité des surfaces convexes.

Théoréme 2.25. [11] Soit S une surface a bord legendrien d’invariant de Thurston-Bennequin
négatif, alors il existe une surface convexe C°-proche de S et ayant le méme bord.

2.4 Les variétés a bord

Soit V' une variété a bord. La différentielle d’une forme différentielle sur V' a un sens sur le
bord. On peut donc définir une structure de contact de la méme maniere que pour les variétés
sans bord. Les définitions de courbe legendrienne, transverse, de surface convexe données dans
ce chapitre s’étendent aux variétés a bord.

La définition des structures tendues ou vrillées nécessite d’étre un peu détaillée, en effet
il faut préciser quels sont les comportements autorisés pour les disques vrillés au niveau du
bord de V.

Définition 2.26. On dit qu’une variété de contact a bord (V,&) est tendue si elle est la
restriction d’une variété tendue (V' &) c¢’est a dire si V' est un élargissement de V' et EI’V =¢£.

Théoréme 2.27 (Eliashberg). [4] L’espace des structures tendues sur le boule unité de R?
qui induisent un feuilletage donné sur le bord est faiblement contractile®.

Soit .S une surface orientée plongée dans une variété V. On note V.S la variété obtenue en
découpant V le long de S. On obtient une application 7 : V.S — V qui est un difféomorphisme
sur V '\ S et induit le revétement d’orientation sur S. La variété & coins V 1 .S est munie
naturellement d’une structure de contact.

Théoréme 2.28 (Colin). Soient (V, &) une variété de contact de dimension 3 d bord et D un
disque plongé dans V intersectant OV transversalement suivant 0D = ~. Si~ est une courbe
transverse a & d’autoenlacement —1 et si la structure sur la variété a coins V1 D est tendue,
alors € est tendue sur V.

6. Toute famille compacte se contracte en un point
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Définition 2.29. Soit S une surface conveze a bord legendrien dans une variété de contact
de courbe de découpage T'. Une composante connexe v de I' est dite parallele au bord si S\ v
contient une composante connexe qui ne rencontre pas L.

La courbe de découpage I est dite parallele au bord si toutes ses composantes connezes le
sont.

Théoréme 2.30. [12] Soient (V,§) une variété de contact de dimension 3 d bord et D un
disque plongé dans V intersectant OV transversalement suivant 0D = ~. Si ~y est une courbe
legendrienne, si une courbe de découpage de D est paralléle au bord et si la structure sur la
variété a coins VI D est tendue, alors & est tendue sur V.
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Chapitre 3

Livres ouverts

3.1 Définitions

Définition 3.1. Un livre ouvert sur une variété V est un couple (K,0) ot K est un entrelacs
et 0 est une application de V \ K dans le cercle S*. On demande que 0 soit une fibration,
qu’il existe un voisinage U de K et un difféomorphisme ¢ : U — D(0,1) x K tel que pour
tout v € K on ait p(x) = (0,2) et que, si l'on munit D(0,1) de coordonnées polaires (r,1)),

alors 6 o o= (r, 1, 2) = 1.
L’entrelacs K est appelé la reliure. Une page est l'union d’une fibre et de la reliure.

Soit (K, 0) un livre ouvert sur une variété V. La fibration € cooriente les pages et oriente
aussi la reluire.

Exemple. La sphére S3 admet les deux livres ouverts particuliérement utiles. Pour les décrire,
on représente S3 comme le sphere unité de C? = {(21, 22), 21 € C, 25 € C}.

1. On considére le livre ouvert de reliure Ko = {(21, 22) : r2 = 0} et de fibration

00 : SS\KQ — Sl
(7"1,91,7’2,92) — 92.

La reliure est un nceud trivial, et les pages sont des disques. De plus ’application

St x D(0,1) — S3\{(21,2):7r =0}
(01,72,00) —  (\/1—173,01,72,05)
fournit la trivialisation cherchée au voisinage de la reliure.
2. Soit (K71, 61) le livre ouvert de reliure Ky = {(z1, 22) : r172 = 0} et de fibration

912 SB\Kl — Sl
(r1,01,72,62) — 61+ 065,

La reliure est un entrelacs de Hopf et les pages sont des anneaux. De plus ’application
SIXD(O,l) — 53\{(2’1,22)27‘1:0}
(a7, 0) = (V1I=r3a,r6—a)
ainsi que 'application analogue en inversant z; et z5 fournissent les trivialisations cher-
chées au voisinage des deux composantes connexes de la reliure.
En fait, toute variété close orientée de dimension 3 admet une décomposition en livre
ouvert.

Proposition 3.2. [6] Un couple (K,0) ou K est un entrelacs et 6 est une fibration de V\ K
dans le cercle S* est un livre ouvert si toute fibre est intérieur d’une surface compacte de

bord K.
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3.2 Livres ouverts et suspensions

Cette section présente un procédé de construction de livres ouverts dit par suspension a
I’aide d’une surface a bord S et d’un difféomorphisme de cette surface h qui est 1'identité au
voisinage du bord. Le difféomorphisme h est appelé la monodromie.

Considérons la variété a bord V}, obtenue en identifiant S x {0} et S x {1} grace & h vu
comme difféomorphisme de S x {1} dans S x {0}. Comme h est I'identité pres du bord, le
bord de Vj, est 9S x St. Soit W = 8S x D(0,1), c’est une variété a bord, de bord 95 x S*.
On recolle ces deux variétés le long de leur bord par I'identité pour que

0 : \%4 — St
(z,t) € Vi =t
(z,r ) eW = 9

soit un difféomorphisme.

On note V' la variété obtenue, V est définie a difféomorphisme pres. Le livre ouvert associé
a V est le suivant : la reliure est constituée de 95 x {0} dans W. L’application 6 définie ci-
dessus fournit la fibration.

Réciproquement, il est possible a partir d’un livre ouvert donné de trouver un difféomor-
phisme d’un page dans elle-méme pour lequel la construction précédente fournisse une variété
difféomorphe a celle de départ. Pour cela, on considére 'application premier retour sur une
page du flot d’un champ de vecteurs transversal aux pages. Plus précisément on procede de
la fagon suivante :

On considére une variété V close et (K, 6) un livre ouvert sur V. Par définition de (K, 6),
il existe un voisinage U de K et un difféomorphisme ¢ : U — D(0,1) x K tel que pour tout
x € K on ait p(x) = (0,z) et tel que si on munit D(0,1) de coordonnées polaires (r,1), on
ait @ o p=1(r, 9, z) = v pour tout (r,1,2) € D(0,1) x K.

Posons U’ = ¢~ 1(D(0,%) x K). La variété V' = V \ U’ est une variété a bord de bord
diffSomorphe a S x K. Soit S = 671(0) NV’ c’est une surface a bord de bord difféomorphe a
K. Soit X un champ de vecteurs sur V'’ non singulier, positivement transversal aux pages et
qui vaut @* % au voisinage du bord. Notons ®; le flot de ce champ de vecteurs. Au voisinage
du bord ¢ o ®; 0 p~L(r,4,2) = (1, + t,2). Comme la variété est compacte, le flot est défini
pour tout temps. L’application premier retour sur S est bien définie et vaut l'identité au
voisinage du bord, on la note h. La variété a bord V' est difféomorphe & V},. La construction
d’une variété munie d’un livre ouvert par suspension en utilisant S et h redonne bien la variété
V et le livre ouvert (K, 6).

Définition 3.3. Un twist de Dehn est une classe d’isotopie de difféomorphismes d’une sur-
face dans elle-méme qui valent lidentité en dehors d’un certain ouvert. On décrit ici un
représentant particulier : soit v une courbe fermée simple de une surface S, on considere un
voisinage de ~y difféomorphe @ A = S x [0,1] ot v s’identifie a S' x {1/2}. On munit A
des coordonnées (s,t). Le twist de Dehn est lidentité en dehors de A et est défini sur A par
(s,t) = (s+27f(t),t) ot f est une fonction croissante surjective de [0,1] dans lui méme
égale a 0 sur un voisinage de 0 et égale a 1 sur un voisinage de 1. La classe est caractérisée
par la donnée de la courbe v. On appelle aussi twist de Dehn un représentant d’un twist de
Dehn au sens de cette définition.

Exemple. La monodromie associée au livre ouvert (K, 6p) sur la sphére défini plus haut est
l'identité du disque et celle du livre ouvert (K7,6;) est un twist de Dehn de 'anneau. En
effet, 6%2 est un champ de vecteurs défini sur V' \ K positivement transverse aux fibres de 6
et ayant la forme imposée ci-dessus au voisinage de la reliure. Sur le disque défini par 6, = 0,
son application premier retour est clairement I'identité.

Montrons le résultat pour le livre ouvert (K7, 61). Soit f une fonction croissante surjective
de [0, 1] dans lui méme égale & 0 sur un voisinage de 0 et égale & 1 sur un voisinage de 1. Le
champ f (7"2)8%91 +(1-f (rg))a%z est un champ de vecteurs défini sur V' \ K; positivement
transverse aux fibres de 6 et ayant la forme voulue au voisinage de la reliure. Son flot vérifie
01(2m) = 01(0) + 27 f(r2). L’application premier retour définit donc bien un twist de Dehn.
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3.3 Plombage et stabilisation

Le plombage est une opération qui modifie un livre ouvert sur une variété V donnée. Pour
le définir nous allons utiliser la définition des livres ouverts par suspension. Soit S une surface
a bord compacte orientée. On ajoute une anse A d’indice 1 a S le long de 9S. On obtient
une nouvelle surface & bord compacte orientée S’. Il reste & définir la monodromie h’. On
commence par prolonger h en h; par l'identité sur A (ce qui est possible car h est I'identité
prés du bord de S). Soit v une courbe fermée simple qui n’intersecte qu’une seule fois la
coame de A, on appelle ¢ un twist de Dehn associé & v et on prend A’ = hy o t. On obtient
alors un nouveau livre ouvert.

Remarque. Il n’est pas évident avec cette définition que 1’on obtient un livre ouvert sur la
méme variété mais c’est la cas.

Définition 3.4. On dit qu’un livre owvert (K',0') est une stabilisation du livre ouvert (K, 0)
si on passe de (K,0) a (K',0") par une suite finie de plombages.

Exemple. Reprenons les exemples de la section 3.1. Si on plombe le livre ouvert (Ko, 6y) de
la sphére on obtient le livre ouvert (K7, 67).

3.4 Théorémes de décomposition en livres ouverts

Définition 3.5. Soit (K,0) un livre ouvert. Les pages et la reliure sont orientés par 0. La
structure de contact £ est portée par le livre ouvert (K, 0) s’il existe une équation o de &
positive sur K et telle que da soit non dégénérée et positive sur les pages.

Exemple. Sur S? la structure de contact définie par I'équation o = r2df; + r3df est portée
par les livres ouverts (Ko, 6p) et (K7,61).

Soit V une variété de dimension 3 close.

Proposition 3.6 (Thurston-Wilkemper). [10] Tout livre owvert sur V porte une structure
de contact.

Théoréme 3.7 (Giroux). [10] Toute structure de contact sur'V est portée par un livre ouvert.

Théoréme 3.8 (Giroux). [10] Deux livres ouverts sur V portent des structures de contact
isotopes si et seulement si ils possédent des stabilisations isotopes.

3.5 Tout livre ouvert porte une structure de contact

L’objectif de cette section est de montrer la proposition 3.6. Pour cela, on considére la
variété V close et (XK, 6) un livre ouvert sur V et on veut construire une structure de contact
portée par ce livre ouvert.

L’idée générale est d’utiliser la vision par suspension et de construire une équation de
contact sur la suspension puis de prolonger la construction au reste de la variété. Pour faciliter
ce dernier point, il est plus aisé de réaliser la suspension dans V comme dans la section 3.2.
On reprend la construction et les notations de cette section.

Il existe une 1-forme S sur S dont la différentielle est une forme volume et qui vérifie
w8 = %dz sur un voisinage du bord de S. En effet, d’aprés la proposition 2.4 (page 11) on
sait déja qu’il existe une 1-forme S sur S dont la différentielle est un forme volume et qui
est positive sur le bord. On modifie 5 sur le bord pour obtenir la condition cherchée : dans
Pouvert o(U), la surface & bord S est {(r,0,z2),z € K,% < r < 1}. On écrit 8 = fdz + gdr,
quitte & se placer sur {(r,0,z2),z € K,% < r < a}, on peut supposer que f > 0 et quitte &
multiplier 8 par une constante strictement positive, on peut supposer f < 1. On remplace g
par 81 = (1 — X(r))%dz + x(r)B, ou x : [%, a] — R est une fonction lisse croissante qui vaut
0 au voisinage de % et 1 au voisinage de a. On a bien df; > 0 et 51 a bien la forme souhaitée
au voisinage de 0S.

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction lisse qui est croissante, vaut 0 au voisinage de 0 et 1

au voisinage de 1. On définit la 1-forme o = dt + c((l —Y(t)s + w(t)h*ﬂ) sur S x [0,1] on
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c € R7, elle passe au quotient sur V},. Pour c assez petit a est une forme de contact. De plus
da est positive sur pages restreintes a V'’ car h préserve 1'orientation.

Comme h est I'identité au voisinage du bord, il existe un voisinage de OV’ qui s’identifie &
98 x [0,e[x St sur lequel a(z,t) = dt + cB(x). On a @,dt = dip donc g, = dip 4 £dz sur un
voisinage de OV”’. On prolonge « au reste de V' par une 1-forme du type f(r)dy+g(r)dz qui est
positivement transverse aux pages si f est positive. La condition de contact est f'g — fg’ > 0.
Si on considere le point de coordonnées (f(r), g(r)), la condition signifie que le point tourne
dans le sens indirect quand r augmente. On veut (f(0),¢(0)) = (0,a) avec a positif. On
prend a assez petit pour pouvoir prolonger les fonctions f et g de fagon C*° en respectant
la condition. La 1-forme « ainsi construite est une équation de contact portée par le livre
ouvert.
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Chapitre 4

Toute structure de contact est
portée par un livre ouvert

L’objectif de ce chapitre est de montrer le théoreme 3.7 qui est rappelé dans le titre. On
se donne une structure de contact sur la variété close de contact (V,€) de dimension 3. On
note a une équation de la structure de contact.

Le principe de la démonstration est le suivant : on construit une page du livre ouvert
cherché en épaississant dans la direction de & le 1-squelette d’une cellulation polyédrale de
V particuliére. Puis, en épaississant la page, on obtient un scindement de Heegaard! de V
et on construit la fibration 6 sur chaque corps en anses. Enfin, on montre que le livre ouvert
construit convient.

Ce chapitre commence par des définitions relatives aux cellulations polyédrales et quelques
lemmes généraux permettant de transformer une cellulation. On construit ensuite successi-
vement une cellulation polyédrale de contact totale sur V' (section 4.2), une page du futur
livre ouvert ainsi qu’un scindement de Heegaard ayant de bonnes propriétés (section 4.3) et
un livre ouvert (section 4.4). Enfin, on montre que ce livre ouvert porte .

4.1 Cellulations polyédrales

4.1.1 Définitions

Dans cette section, apres quelques définitions générales, on introduit des cellulations po-
lyédrales particulieres qui dépendent de la structure de contact : les cellulations de contact et
les cellulations de contact totales. C’est a partir une cellulation polyédrale de contact totale
de V que 'on va construire le livre ouvert qui porte &.

Définition 4.1. Une cellule polyédrale de dimension n (ou n-cellule) de V' est un plongement
continu d’un polyédre compact de R™ dans V. Sin =0, on parle aussi de sommet, sin =1
d’aréte et sin =2 de face.

On identifiera souvent par abus de langage une cellule polyédrale & son image.

Définition 4.2. Une cellulation polyédrale de V' est un ensemble de cellules polyédrales tel
que :

— les intérieurs des cellules forment une partition de V ;

— le bord d’une cellule est une union de cellules ;

— les cellules de dimension inférieure ou égale a deux sont de classe C*> ;

— deux faces ayant une aréte a commune et appartenant a la méme 3-cellule forment un

angle dans ’intervalle [0, 7] en tout point de a.

L’ensemble des faces de dimension n d’une cellulation polyédrale est appelé le n-squelette.

Remarque. Revenons sur la notion d’angle de deux faces. Dans une carte ’angle d’incidence
de deux faces d’'une 3-cellule en un point de I'aréte a un sens. Cette notion n’est pas inva-
riante par difféomorphisme cependant la propriété d’avoir un angle d’incidence dans [0, 7] est

1. Pour la définition de scindement de Heegaard et les définitions liées on pourra se reporter a [15].
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invariante par difféomorphisme préservant 'orientation. En effet ’angle d’incidence de deux
faces est dans [0, 7] en x si et seulement si la normale sortante au bord d’une des faces en
est tangente ou positivement transverse a l'autre face.

Définition 4.3. Deux faces d’une méme 3-cellule d’une cellulation ayant une aréte commune
sont &-bien positionnées s’il n'existe pas dans cette aréte d’arc [b,c|, ot b est une singularité
négative d’une face et ¢ une singularité positive de lautre face, tel que ]b, c[ soit une orbite
réguliere des feuilletages caractéristiques des deuz faces, orientée de b vers c.

Cette condition permet de controler les mouvements relatifs des plans tangents aux faces
et des plans de contact le long du 1-squelette. Son utilité apparaitra clairement par la suite.

Définition 4.4. Une cellulation polyédrale de V est dite de contact si
— les arétes sont legendriennes ;
— les faces sont &-convezes ;
— les faces sont £-bien positionnées ;
— les cellules de dimension 3 sont incluses dans des cartes de Darbouz.

Définition 4.5. Une cellulation polyédrale de contact de V est dite totale si l’invariant de
Thurston-Bennequin du bord de chaque 2-cellule vaut —1.

Remarque. Le bord d’une 2-cellule n’est pas régulier (il n’est que continu) mais comme il
est legendrien et qu’aux sommets les plans de contact et les plans tangents coincident, I’angle
entre les deux champs de plans varie contintiment au niveau des singularités et on peut bien
définir 'invariant de Thurston-Bennequin.

4.1.2 Modifications d’une cellulation polyédrale

Ce paragraphe présente quelques procédés généraux de modification d’une cellulation po-
lyédrale qui seront utiles par la suite.

Lemme 4.6. Soient V et V' deuz variétés de dimension 3 compactes orientées, et o : V. — V'
un difféomorphisme préservant l’orientation. Soit A une cellulation polyédrale sur V. Alors
l’image de A par ¢ est une cellulation polyédrale de V.

La démonstration de ce lemme ne présente pas de difficulté. Pour construire des difféo-
morphismes préservant l'orientation on utilisera souvent les deux lemmes suivants.

Lemme 4.7. Soient I un intervalle fermé, U C V un ouvert et § : I x [0,1] — U, une
isotopie. On suppose que & est constante au voisinage du bord de I et du bord de [0,1]. Alors
on peut étendre & en une isotopie de V' qui est l'identité en dehors de U.

Démonstration. On peut supposer que I = [0,1]. Dans U x [0,1] C V x [0,1] on considére
la surface S = {(6:(z),t),z € I,t € [0,1]}. C’est une surface lisse. Il existe ¢ > 0 et un
difféomorphisme ¢ de S x |—e,e[ dans U x [0, 1] tel que pour tout z € S on ait p(z,0) = x.
Sur S x ]—¢, e[ on considére le champ de vecteurs

X((61(a). ) = =

On transporte X par ¢ sur ¢(S5).
Il existe 0 < a < % tel que d; soit constant pour tous x,t € [0,a] U [1 — «, 1]. On pose

A= {ga(&(x),t,n),m €a,1—al,t €la,1—al,ne [—37 %}}

« « « «a 2e 2
B = 5 7ta ) :|77177|:5t :|77177|:7 T o .
{w(t(l”) ),z € |5 511 €3 511€ 7303
L’ensemble A est fermé, B est ouvert et A C B.
Considérons une partition de 'unité (B, ¢p), (V' \ A, v4). Soit Y le champ de vecteurs sur

V x [—1,1] défini par Y = ppX + p40, c’est un champ de vecteurs lisse. Sur V' on considére

8615 (l‘)

défini jusqu’au temps 1, sa restriction a S est §; et en dehors de U on obtient I'identité. C’est
I’isotopie cherchée. O

et

le champ X;(z) = Y (z,t), sur S, c’est le champ . Comme V est compacte, son flot est
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Lemme 4.8. Soient S une surface fermée, U C V un ouvert et § : S x [0,1] — U, une
isotopie. On suppose que § est constante au voisinage du bord de S et du bord de [0, 1]. Alors
on peut étendre § en une isotopie de V' qui est l'identité en dehors de U.

La démonstration est analogue a la précédente.
Enfin, énongons un résultat permettant de transformer localement les faces au niveau des
arétes et loin des sommets sans modifier les autres faces ou les arétes.

Lemme 4.9. Soient une cellulation de contact, F' une face contenant l’aréte a et p un point
de a. On suppose que dans une carte munie des coordonnées (z,y, z) :
- a est contenue dans l'aze des x ;
— F est contenue dans le demi-espace {y > 0} et F est un graphe sur le demi-plan
{(z,9,0),y > 0};
— il existe b tel que F' est contenue dans € = {(x,y,2),y > 0,—by < z < by} et qu’aucune
autre face n’intersecte € en dehors de a.
Soit G un graphe sur le demi plan {(z,y,0),y > 0} contenu dans € égal d F en dehors d’un
voisinage de p. Alors on peut remplacer F par G dans la cellulation sans changer a ni aucun
autre élément du 0-squelette, 1-squelette ou 2-squelette.

Démonstration. On se place dans la carte définie ci-dessus. On compose 'application définis-
sant la 3-cellule au-dessus de F' par

by — G(z,y)
by — F(z,y)
dans % et 1 = Id ailleurs et la 3-cellule au-dessous de F' par

Gy +by )
F(z,y) + by

prs @) o (s = Fla) +GG) )

P2 : (Z’,y,Z) = <$7y, (Z + by)

dans € et o = Id ailleurs. On obtient bien des homéomorphismes qui sont des difféomor-
phisme en restriction aux faces. O

4.2 Construction d’une cellulation de contact totale

Venons-en a la preuve du théoreme 3.7 proprement dite. Elle occupe les trois dernieres
sections de ce rapport et est découpée en un certain nombre d’étapes. L’objectif de cette
section est de construire sur V une cellulation de contact totale. On admet pour cela le
résultat suivant, on pourra par exemple consulter [1] pour plus de détails.

Théoréme 4.10. Sur toute variété compacte de dimension 3, il existe une cellulation po-
lyédrale dont les 3-cellules sont incluses dans des cartes de Darbouz et telle que deux faces
appartenant d une méme 3-cellule ayant une aréte commune a forment un angle dans [0, )
en tout point de a.

Soit A une cellulation polyédrale de V' donnée par le théoreme précédent. On note a;, 7 €
1...p ses arétes et Fi,k € 1...q ses faces. On va modifier progressivement A pour obtenir
une cellulation polyédrale de contact. Pour cela, on commence par modifier les arétes pour
les rendre legendriennes puis on modifie les faces pour les rendre &-bien positionnées puis
convexes. On obtient ainsi une cellulation polyédrale de contact. Enfin, on transforme la
cellulation obtenue pour la rendre totale.

4.2.1 Modification des arétes
Etape 1. On modifie A pour rendre le 1-squelette legendrien.

L’idée générale est de commencer par modifier la cellulation au voisinage des sommets.
Pour cela on va remplacer localement A pour obtenir une cellulation que ’on controle au
voisinage de chaque sommet. Lors de cette opération, on va non seulement garantir que les
arétes de la nouvelle construction sont legendriennes mais on va aussi imposer des propriétés
supplémentaires aux faces. Celles-ci, qui concernent notamment le feuilletage caractéristique,
permettront de faciliter la suite de la construction.

27



Etape 1.1.

Commengons par modifier A au voisinage des sommets. Soit p un sommet de la cellulation.
Quitte a ré-indexer, on note ai - - - a; les arétes issues de p et F} - - - F}y,, les faces contenant p.
Il existe un contactomorphisme dun voisinage de p dans un voisinage U de 0 dans R® muni
de I'équation de contact o = dz + r2df. On parlera de plan horizontal pour désigner le plan
(r,0) et d’axe vertical pour désigner I'axe des z. Soit ¢ : (x,y,2) = (x +ef(2),y + £f(2), 2)
ou f vaut 1 au voisinage de p et 0 au voisinage de dU. Quitte & composer la cellulation A
par g avec € assez petit et a restreindre U on peut supposer que :

— aucune tangente a une aréte n’est verticale;

— les tangentes aux arétes possedent toujours une composante radiale non nulle;

— les projections des arétes sur le plan horizontal sont toutes disjointes;

— les faces sont des graphes sur le plan horizontal, on note la fonction comme la face

concernée (c’est-a-dire Fy).

Etape 1.2.

Il existe des réels strictement positifs €, et R tels que n < Ret C = D(0, R+1) X [—¢, €]
soit inclus dans U et que les arétes et les faces dans C' soient contenues dans D(0, R + n) X
[—5, 5]. Modifions les arétes au voisinage de r = R. Notons b; le segment issu de p tangent a
a; en p. Quitte a restreindre R et 7, pour tout j € 1---1, il existe un difféomorphisme ¢; de
U tel que :

— ; est l'identité au voisinage de OU, de p et au niveau de toutes les arétes différentes

de a;;
— l'image de a; par ¢; est b; dans {(r,0,2) € C,R—n <r < R+n};
— ©;(A) conserve les propriétés de A (en particulier les faces sont toujours des graphes
sur le plan horizontal).
On modifie A en composant par ¢; pour tout j, on ne modifie pas les autres arétes lors de
cette opération. On obtient une nouvelle cellulation que I’on note toujours A.

Etape 1.3.

Construisons les faces de la nouvelle cellulation. On commence par déterminer leur in-
tersection avec dD(0,R) x [—5, 5]. La surface 0D(0, R) x [—5, 5] intersecte chaque aréte
a; en exactement un point, que 'on note x;. Soit y; la projection verticale du point z; sur
0D(0, R) x {0}. Soient 7; les rayons issus de 0 passant par y;, le rayon r; est la projection de
b; sur le plan horizontal. On construit m fonctions fi,k € 1---m telles que :

— si Fy, a pour bord a; et a; et si on note ¢ 'arc de 9D x {0} entre y; et y;» qui contient

la projection de F}, alors f, est définie de cx dans [—5, 5] et fu(y:) =0 et fr(yir) =0;

— les graphes de fj et fi sont disjoints en dehors de leurs extrémités ;

— si pour u € dD(0, R) on a Fi(u) < Fjs(u) alors fi(u) < fir(u);

— si Fj, et Fjs sont deux faces d’'une méme 3-cellule ayant ’aréte a; en commun alors les

tangentes aux graphes de fi et fr ne sont ni colinéaires ni horizontales.
Pour tout k on considere alors la fonction gr qui va du secteur angulaire défini par ¢ dans
[—£, 5] en posant gi(r,0) = exp(—r?) fr(6), on obtient alors une fonction lisse. Les fonctions
Gk, k € 1---m vérifient :

— si Fy, a pour bord a; et a; alors gx(r;) =0 et gi(ry) =0;

— sipour u € D(0, R+ 1) on a Fi(u) < Fis(u) alors gx(u) < g (u);

— si Fj et Fjs sont deux faces d'une méme 3-cellule ayant ’aréte a; en commun alors les

plans tangents aux graphes de gj et g un angle dans |0, 7] en tout point de a; différent

de 0;

— si Fj a pour bord a; et a; alors le graphe de g; n’est pas tangent a & le long de r; et

r; en dehors de 0.
Quitte a multiplier tous les g par une fonction positive suffisamment petite on peut supposer
que les singularités du feuilletage caractéristique des graphes des g, sont toutes des nceuds
en p et que le long des rayons r; 'angle orienté entre les plans tangents aux graphes ayant
cette aréte pour bord et £ est strictement décroissant en s’éloignant du sommet. On effectue
ces opérations au niveau de tous les sommets de A.

Etape 1.4.
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Il faut remplacer les faces de A par les graphes des gx. Pour cela, on commence par
modifier A pour faire coincider les arétes au voisinage de r = R. Il existe une isotopie dg,
vérifiant % vertical, qui projette a; sur r; au voisinage de y; et qui est 'identité au voisinage
des sommets. On peut appliquer le lemme 4.7 pour étendre l'isotopie a toute la variété en
garantissant que % est vertical en tout point. Par conséquent en transportant la cellulation
par §; on obtient une nouvelle cellulation (toujours notée A) dont les faces restreintes a U
sont des graphes sur le plan horizontal (toujours notés Fy). On interpole les faces Fj, et les
graphes de g dans un voisinage de 0D(0, R) ou ils ont le méme bord pour obtenir des faces
qui valent g, au voisinage de p et Fj loin. Il reste a transformer les 3-cellules. Comme les
nouvelles faces vérifient les mémes propriétés combinatoires que les anciennes faces, on peut
conclure en utilisant une méthode analogue a celle de la démonstration du lemme 4.9.

Etape 1.5.

On rend les arétes legendriennes loin des sommets en utilisant le lemme 4.7.

4.2.2 Modification des faces

On va modifier les faces en dehors d’un voisinage des sommets pour rendre les faces {-bien
positionnées puis convexes.

Etape 2. On rend les faces &-bien positionnées.

Au cours de cette étape, on commence par diminuer 'invariant de Thurston-Bennequin de
chaque aréte. Puis on se place au voisinage d’une aréte et on détermine un critére de &-bonne
position en fonction de I’angle le long du bord entre les plans tangents aux faces et £. Enfin,
on se sert de ce critére pour supprimer les situations interdites et obtenir des faces £-bien
positionnées.

Plagons nous au niveau d’une aréte a de la cellulation loin d’un sommet. On peut diminuer
I'invariant de Thurston-Bennequin de a en la faisant spiraler, on proceéde de la fagon suivante :
dans une carte de Darboux, on peut supposer que a est contenue dans I’axe des . On modifie
a en ajoutant deux cusps et en gardant une pente suffisamment proche 0 pour rester dans un
voisinage de l'aréte qui n’intersecte pas d’autres arétes comme dans la démonstration de la
proposition 1.19 (page 8).

—

On peut par conséquent rendre 'invariant de Thurston-Bennequin de chaque aréte stric-
tement négatif.

Considérons une aréte a de la cellulation, on veut garantir que les faces sont &-bien posi-
tionnées le long de a. On se place dans une carte de Darboux telle que a est contenue dans
I’axe des x. On oriente a comme l'axe des x et on parameétre le segment a par U'intervalle
[0,1] (on appelle aussi a la paramétrisation). Sur a s’appuient un certain nombre de faces
de la cellulation, on suppose quitte a ré-indexer que ce sont les faces F,.., Fj. On définit les
fonctions lisses 0; : [0,1] — R ot ;(t) est 'angle orienté entre T, ;) F; et {(a(t)) et telles que
0;(0) = 0 ou 6;(0) = 7 (on oriente les angles en prenant pour normale 2 ). En dehors de 0 et
1 tous les 6, sont distincts. On peut supposer §; < --- < 6;. On sait de plus qu’au voisinage
de 0 toutes les fonctions 6; sont strictement décroissantes.

On peut modifier la cellulation, en dehors d’un voisinage des extrémités de a sur lequel
les angles ; appartiennent a [—%, 7] (modulo 27) et ne sont nuls (modulo 27) qu’en 0 et 1,
pour rendre 'angle entre la face Fj et £ strictement décroissant le long de a en utilisant le
lemme 4.8 car chaque aréte a un nombre de Thurston-Bennequin strictement négatif.

La singularité des feuilletages caractéristiques au niveau des sommets est isolée et hyper-
bolique pour toutes les faces. Comme ’angle entre deux faces n’est jamais nul en dehors des
sommets, on peut isoler les singularités de chaque face le long de a et les rendre hyperboliques
en utilisant le lemme 4.9.

Commengons par caractériser les situations dans lesquelles les faces ne sont pas £-bien
positionnées. Deux faces bordent la méme 3-cellule si et seulement si leurs indices different
de un modulo [. Par ailleurs les orbites du feuilletage caractéristique des faces F; et F; 1 sont
orientées dans le méme sens sur le segment |b, ¢[ si et seulement s’il existe k € Z tel que pour
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tout x € b, [ on ait 0;(x) < km < 0;41(z). Enfin, les singularités de F; et F; 1 pour lesquelles
0; et 0,41 sont égaux sont de signes opposés.

Soit € a une singularité de F;. On note p la dérivée de 6; en x.

— si p < 0 et la singularité est positive ou si p > 0 et la singularité est négative, les orbites

du feuilletage caractéristique dans a s’éloignent de x ;
— sip > 0 et la singularité est positive ou si p < 0 et la singularité est négative , les orbites
du feuilletage caractéristique dans a s’approchent de x.

Soient deux faces F; et F; 1 et un arc 2 [b, ¢] de a reliant une singularité de F; et une singularité
de Fj;y1 de signe opposé. 1l existe k € Z tel que 6; et 6; 1 valent k7 en les singularités b ou
¢ correspondantes. Il n’y a que deux cas possibles soit 0; et 6,11 ont des tangentes de pentes
positives en leurs singularités (et b est une singularité de F;;1) et il y a une situation interdite
pour la &-bonne position soit 6; et ;11 ont des tangentes de pentes négatives (et b est une
singularité de F;) et il n’y a pas de situation interdite. Donc les faces F; et F;y; sont £-bien
positionnées si et seulement s’il n’existe pas une singularité b de F;i1 et ¢ de F; telles que
b<cet el(C) = 9i+1(b).

L’objectif est donc de supprimer les singularités mal positionnées. Supposons qu’il existe 7,
k € Z, une singularité b de F;;1 et une singularité ¢ de F; tels que b < cet 0;(c) = 0;41(b) = k.
On peut supposer que k est Uentier relatif minimal tel que 'hypothése soit vérifiée i étant fixé.
On peut aussi supposer que c est la plus petite singularité de F; telle que 6;(c) = kmet b < cet
b la plus grande singularité de F;1; telle que 6;41(b) = k7 et b < c¢. Comme les dérivées 60}(c)
et ;1 (b) sont strictement positives, il existe une singularité b; de Fjy; et une singularité c;
de F; telles que® ¢; < by < b < cet 6;(c1) = 0;41(b1) = km. On peut supposer que c; est
la plus grande singularité de F;;; telle qu’il existe by vérifiant les hypotheses précédentes et
que pour ¢’ fixé, by est la plus petite singularité de F; vérifiant ¢; < by. Ainsi dans l'intervalle
[b1,b], 8; > (k — 1)m. Soit j le plus grand indice tel que 6; vaille k7 en au moins un point
lintervalle [b1,b]. On a j < . L’ensemble des points en lesquels §; vaut km contient au moins
deux éléments. Notons a; et as les deux plus petits éléments de cet ensemble. Sur 'intervalle
Ja1, as|, aucune fonction 6, ne vaut km et 6; > (k—1)m. On peut donc modifier localement Fj
par le lemme 4.9 pour supprimer les singularités a; et as. On effectue cette opération jusqu’a
la suppression de toutes les singularités de F;;1 dans lintervalle [by, b] ce qui est possible car
chaque face n’a qu'un nombre fini de singularités. On supprime ainsi toute les singularités
mal positionnées.

Etape 3. On rend les faces &-convezes

Soit F' une face de la cellulation. On sait déja, d’apres ’étape précédente, que l'on peut
rendre les singularités hyperboliques sur le bord. Les singularités sont donc isolées dans un
voisinage du bord. De plus, comme les faces sont £-bien positionnées, il n’y a pas de connexion
de selle rétrograde sur le bord. On utilise alors le théoréme de Peixoto (théoréme 2.5, page
12) pour rendre le feuilletage caractéristique presque de Morse-Smale et une démonstration
analogue a celle du théoréme 2.17 (page 16) montre que la surface F est convexe.

Bilan. On a construit sur V une cellulation polyédrale de contact dont les singularités sont
isolées et hyperboliques sur le bord et telle que l'invariant de Thurston-Bennequin des faces
soit strictement négatif.

4.2.3 Construction d’une cellulation polyédrale de contact totale
Etape 4. On transforme la cellulation polyédrale de contact obtenue pour la rendre totale.

Soit m l'invariant de Thurston-Bennequin minimal pour les faces de la cellulation. Si
m < —1 on modifie la cellulation pour augmenter m tout en préservant le caractére de
contact et la négativité des invariants de Thurston-Bennequin des faces. Pour cela, on va
ajouter a la cellulation des arétes tracées sur les faces de A.

Soit F une face de la cellulation telle que tb(0F) = m. Il existe un voisinage U de F et
un contactomorphisme de U dans un voisinage de 0 de R?® muni de la structure standard.
Dans U la structure £ est donc tendue. La face F' est convexe, on peut donc considérer une
courbe de découpage I'. Les composantes connexes de I' ne peuvent étre que des cercles ou

2. Le cas d’un arc [c, b] se traite de fagon analogue.
3. Le cas symétrique b < ¢ < ¢1 < by se traite de facon analogue.
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des courbes ayant leurs extrémités dans 0F. Comme & est tendue dans U, il ne peut pas
y avoir de cercles et donc toutes les composantes de I' joignent le bord de F'. La courbe T'
n’est pas quelconque. En effet, il y a au plus une composante de I' qui a une extrémité entre
deux singularités successives du bord. De plus, entre deux singularités de signes différents il y
toujours une extrémité de composante de I' et aucune entre deux singularités de méme signe.
Comme tb(0F) < —1, la courbe T" posséde au moins deux composantes connexes.

Etape 4.1. Il existe une courbe v du feuilletage caractéristique de F' qui ne rencontre pas T,
qui a ses extrémités dans OF et dont les extrémités séparent OF en deux courbes d’invariants
de Thurston-Bennequin compris strictement entre m et 0.

Démonstration. Si une courbe ~ du feuilletage caractéristique de F' ne rencontre pas I' et
a ses extrémités dans OF alors elle joint des singularités de méme signe et linvariant de
Thurston-Bennequin des deux courbes de OF qu’elle délimite sont bien définis.

On note X7, -, X, = Xy les ensembles maximaux de singularités de méme signe et adja-
centes le long de OF, indexés de sorte que X; et X;;1 contiennent des singularités successives
le long de OF'.

I est clair que pour tout j, I’ensemble X; est contenu dans une composante connexe de
F\T.

I existe une composante de F'\ I' qui contient au moins deux X; distincts. En effet,
soit I'; une composante connexe de I' qui a ses extrémités entre X; et X; i1 et entre X; et
Xj+1. Comme I' a au moins deux composantes connexes, on a X; # X,11 ou X; # X;44. Si
X; # Xj11, les deux éléments X; et X1, sont dans la méme composante connexe de S\ T
et symétriquement.

On consideére 'ensemble Y des X, contenus dans une méme composante connexe de S\T'.
Par construction des courbes de découpage, pour tout X} dans Y il existe une orbite (issue
d’une selle) qui le relie & un autre élément de Y. On la note v. La courbe v vérifie tb(y) = 0.
Elle sépare la surface S en deux surfaces convexes de bord legendrien et dont la somme des
invariants de Thurston-Bennequin est m. Si les deux invariants de Thurston-Bennequin sont
strictement contenus entre m et 0, v est la courbe cherchée. Sinon? il existe une des deux
surface, que l’on note S’ pour laquelle I'invariant de Thurston-Bennequin est inférieur ou égal
a m et on itére le procédé sur S’. Le processus s’arréte car la courbe de découpage de S’ a
moins de composantes connexes que I' et [tb(0S")| minore le nombre de telles composantes
connexes. O

On ajoute une nouvelle face a la cellulation en séparant I’ par 7. Si 4 a un sommet p pour
extrémité, quitte a modifier la face F' loin du bord tout en gardant ses propriétés, on peut
supposer que dans la carte de Darboux au sommet p considéré dans I’étape 1 la projection
sur le plan horizontal de 7/(p) est différente des tangentes aux autres arétes. En effet, la
singularité en p est un noeud.

Par un procédé analogue a celui du lemme 4.8, on modifie la cellulation au niveau des
polyédres pour que 'image réciproque de -y soit un segment. On obtient de nouveaux polyedres
et ainsi une nouvelle cellulation. Elle est toujours de contact, en effet les faces reste bien
positionnées car le long de v les singularités des deux faces sont toujours de méme signe.
Enfin, on effectue cette opération pour toutes les faces d’invariant de Thurston-Bennequin m
et on raisonne par récurrence.

4.3 Obtention d’un scindement de Heegaard feuilleté

Dans cette section, on construit une page du livre ouvert et un scindement de Heegaard
qui nous permettra de construire entierement le livre ouvert dans la section suivante. Pour
cela, on commence par donner un critere de convexité qui sera utile a plusieurs reprises dans
la suite de la démonstration. Puis, on construit une page S en épaississant le 1-squelette dans
la direction de &, et un corps en anses N au voisinage de S difféomorphe a S x [0, 1] tel que da
soit positive sur les images réciproques de S x {t},t € [0,1] (et vérifiant d’autres conditions
techniques). Enfin, on montre que le second corps en anses, complémentaire du premier, est
tendu et a une forme particuliere.

4. En réalité, cette situation ne se présente pas car, par I'inégalité de Bennequin, les invariants de Thurston-
Bennequin des faces sont tous négatifs et un invariant nul entrainerait I’existence d’un disque vrillé.
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Lemme 4.11. Soit S une surface fermée orientable dans une variété close orientée de di-
mension 3 munie d’une structure de contact définie par une équation «. Soit K une courbe
tracée sur S transverse a £. On suppose que le champ de Reeb R associé a « est transverse
a S\ K, qu’il est dans le plan tangent & S en tout point de K et qu’en traversant K on
passe d’une zone ou R est positivement transversal a S a une zone ou R est négativement
transversal a S ou inversement. Alors S est convexe et admet K pour courbe de découpage.

Démonstration. Soit w une forme volume sur S et Y tel que iyw = apg, le champ de vecteurs
Y dirige le feuilletage caractéristique de S. D’apres le calcul de Lie-Cartan, div,, (Y )w = dapg.
La courbe K est transverse au feuilletage caractéristique. Notons

St = {z € S, R, est positivement transversal a S}

et
S_ ={x € S, R, est négativement transversal a S}.

Alors S\ K = S; IT.S_ et on a bien div,,(Y) > 0 sur S et div,(Y) < 0 sur S_. O

Etape 5. On construit une surface ¥ compacte qui contient le 1-squelette et un voisinage du
1-squelette N qut vérifient :
— la surface S = X N N est une surface compacte orientée d bord, de bord K tel que
K CON;
— K est positivement transversal a € ;
— ON est une surface conveze et a pour courbe de découpage K ;
— il existe un difféomorphisme de N\ K dans S x [0,1] qui envoie S sur S x {3} et tel
que da soit positive sur les images réciproques de S x {t},t € [0,1] ;
— quitte a modifier les faces en dehors des arétes (et a subdiviser), K intersecte exactement
deux fois chaque face et les intersections sont négatives .

On commence par construire une surface ¥ contenant le 1-squelette, transverse au champ
de Reeb et tangente a £ le long du 1-squelette hors d’un voisinage des sommets. On restreint
ensuite X pour obtenir la surface S cherchée. Enfin on épaissit S en suivant le flot du champ
de Reeb pour construire le corps en anses N.

Etape 5.1. Soit W un voisinage des sommets de la cellulation. On construit :
— une surface X contenue dans V', transverse au champ de Reeb, contenant le 1-squelette
et tangente au 1-squelette en dehors de W ;
— une surface a bord S incluse dans 3, contenant le 1-squelette telle que K = 0S soit
positivement transverse, que, quitte d modifier les faces de la cellulation (et d subdiviser),
K intersecte chaque face en exactement deux points et que ces intersections soient de
méme signe.

La difficulté est de montrer 'existence de ¥ au voisinage des sommets de la cellulation.
Soit p un sommet de A, si p est un sommet qui a été ajouté a la cellulation au cours de 1’étape
4 alors toutes les arétes issues de p sont tracées sur une méme face, on la prolonge pour obtenir
une face définie au voisinage de p. On obtient alors une surface définie au voisinage de p qui
est tangente a £ en p.

Si p est un sommet de la cellulation initiale, on se place dans une carte de Darboux définie
dans I’étape 1. Quitte a restreindre la carte considérée, on se place dans un voisinage de p
sur lequel la cellulation n’a pas été modifiée apres ’étape 1. On est alors dans la situation
suivante : les faces sont des graphes sur le plan horizontal et il y a deux type d’arétes, celles
présentes initialement, notées a;,i = 1---p, qui sont des rayons dans le plan horizontal et
celles, notées b;,j = 1---¢, ajoutées a I'étape 4 qui sont tracées sur les faces. Les arétes
ont toutes des tangentes dont les projections sur le plan horizontal sont différentes. Quitte a
restreindre la carte, on se place dans un voisinage de la forme D(0,7) x [—n, n] dans lequel les
projections des arétes sur le plan horizontal sont toutes disjointes. On suppose de plus qu’il
existe dans D(0,r) x {0} un secteur angulaire C; ne rencontrant aucune autre aréte autour
de chaque projection d’aréte ajoutée b;. En dehors des secteurs Cj, on prend pour ¥ le plan
horizontal. Soit b; une aréte ajoutée, elle est tracée sur un face que ’on note F'. On modifie
F' pour la rendre horizontale au voisinage de bord de C; et on recolle aux parties de X déja
construites. On obtient alors une surface définie au voisinage de p qui est tangente a £ en p.
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On prolonge alors les portions de surfaces obtenues le long des arétes par une surface
tangente a £ le long des arétes. On restreint X a un voisinage suffisamment petit du 1-squelette
pour obtenir une surface a bord S € X, telle que K = 0§ soit positivement transverse,
intersecte les faces transversalement et que pour toute face F' la somme des intersections
algébriques entre K et S soit —2. Ceci est possible car I'invariant de Thurston-Bennequin du
bord de chaque face est —1. Comme les faces sont bien positionnées, on peut alors modifier
les faces de la cellulation pour qu’il y ait exactement deux intersections de méme signe entre
K et les faces®.

En considérant le flot du champ de Reeb, on peut construire un difféomorphisme ¢ d’un
voisinage U de ¥ dans ¥ x |—¢,¢[. On repére ¥ x |—e, e[ par les coordonnées (z,t). L'image
du champ de Reeb est %.

Etape 5.2. On construit un voisinage fermé de S x {0}, noté N tel que ON7 soit une surface

o

et ONy = p(K) UD(S) U (—®(S)) ot ® : S — ]0,¢] est une fonction lisse.

On va construire N7 localement et obtenir le résultat globalement en utilisant une parti-
tion de I'unité. Construisons N7 au voisinage de 0.S. La surface .S est compacte donc son bord

k
est composé de cercles. 1l existe un voisinage U; de 9S dans ¥ de la forme |J S} x |—a, al.
i=1
On se place sur S} x |—a,a] x ]—¢,¢[ que I'on considére comme inclus dans R?* muni des
coordonnées (z,y,t). On considere le cylindre de rayon § et d’axe S!. 11 est localement de la
forme
SIU®(A) U (—D(A))

ot A= {(,9,0),0 <y <$§}.
On prolonge ® par une application constante a ’aide d’une partition de 1'unité. Posons
alors

ONy = (K) U(S) U (—=B(S)).
Au voisinage de 05, ’ensemble JN7 est une portion de sphere donc lisse et ailleurs N est
un graphe. Donc N7 est une surface. Prenons

Ny = ONy U {(z,t) € § x |—e,e], —®(x) < t < ®(x)}.

Alors N = ¢ ~!(N;) est un voisinage du l-squelette, K = ON N Y et ON vérifie les
hypotheses du lemme 4.11 donc AN est convexe de courbe de découpage K. Par ailleurs

f: §x[0,1] — N\ K
(1) = ¢ H((z, (1-20)2()))

est un difféomorphisme. Soit ¢ € [0,1], on a f(S x {t}) transverse au champ de Reeb donc da

est positive sur f(S x {t}) (en effet o(f(S x {t})) est transverse & 2).

On appelle H = V' \ N. Tout comme N , la variété a bord H est un corps en anses. On
note F; ou i € 1---n les faces de la cellulation et D; = F; N H oui € 1---n. Les D; forment
un systéme de disques de compression pour H. Si on découpe H le long des D; on obtient des
domaines sur lesquels la structure est tendue car ils sont inclus dans des cartes de Darboux.

Etape 6. On modifie N et H pour garantir que pour tout i on ait dD; legendrien d’invariant
de Thurston-Bennequin —1 et D; conveze.

On veut utiliser le lemme de réalisation (corollaire 2.23, page 19), il faut néanmoins prendre
quelques précautions. La démonstration de ce lemme repose sur le tracé d’'un feuilletage %
découpé par K pour lequel les courbes D; sont legendriennes. Quitte a modifier D; on peut
faire coincider 0D; avec une courbe legendrienne au voisinage de K N9dD;. On peut supposer
qu’au voisinage de K le feuilletage tracé est le méme que le feuilletage caractéristique car K
est transverse.

5. En fait il faut étre plus prudent car la présence d’arétes suplémentaires peut forcer des intersections.
Pour éviter ces problémes, il faut subdiviser a nouveau les faces le long d’arcs legendriens.
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Soit W un ouvert de V' ne rencontrant ni le 1-squelette ni S et tel que sur ON N (V' \ W),
le feuilletage .# soit égal au feuilletage caractéristique. On suppose aussi que W C U ou U
est défini au niveau de I’étape 5.2 comme 'ouvert difféomorphe & 3 x |—¢, €.

D’apres le théoreme 2.22, page 17, il existe un difféomorphisme de V' préservant I'orien-
tation qui est I'identité en dehors de W, tel que I'image de ON soit transverse au champ de
Reeb et découpée par K, et tel que les images des dD; soient legendriennes. On transforme
tous les objets construits jusqu’a présent et on les note toujours de la méme maniere. Toutes
les propriétés sont conservées sauf le fait que da est positive sur les f (S x {t}). On est amené
4 modifier I'application de N\ K — § x [—1,1]. On se place dans S x ]—¢, ¢[, comme dans la
démonstration de I'étape 5.2, ON \ K est constitué de deux graphes sur S. On construit alors
un difféomorphisme dans § x [—1,1] de la méme manidre.

Les courbes 0D; sont donc legendriennes. Les singularités du feuilletage caractéristique
sur le bord ne changent de signe que deux fois donc l'invariant de Thurston-Bennequin est
—1, 0 ou 1. Comme D; est un disque, d’aprés les inégalités de Bennequin (théoreme 1.22,
page 9), tb(9D;) = —1 pour tout i.

Les D; sont a bord legendrien d’invariants de Thurston-Bennequin —1, donc on peut
modifier les faces de la cellulation loin du 1-squelette pour obtenir que les D; soient convexes.

Etape 7. Sur H la structure € est tendue.

Chaque disque de compression D; est convexe, vérifie tb(0D;) = —1 et est inclus dans
un ouvert d’une carte de Darboux. Soit I'; une courbe de découpage de D;. Comme £ est
tendue au voisinage de D;, la courbe I'; ne contient que des segments joignant deux points
du bord. De plus I'; ne contient qu’'une seule composante joignant deux points du bord car
th(dD;) = —1. Par conséquent I'; est paralléle au bord. On peut donc appliquer le théoréme
2.30 (page 20) successivement & tous les disques D;. Donc (H, &) est tendue.

Etape 8. Il existe H' C S x R difféomorphe a H tel que 0H' = K U ®(S) U U(S) ou
O:S5 = RY et ¥:S — R sont des applications lisses.

Pour tout 7 € 1---p, notons K; une courbe lisse joignant dans D; les deux intersections
de D; et K. Découpons H le long des disques de compression D;, on obtient un collection
d’ensembles B;, j € 1---s homéomorphes & des boules.

. n

Etape 8.1. Pour tout j € 1---5s, la courbe I' = (K U Ki> N B; ne posséde qu’une seule
i=1

composante connexe.

Pour tout j € 1---s, 'ensemble B; est inclus dans une carte de Darboux définie sur un
ouvert U. Notons i; - - - i, les indices tels que D;, C 0B;. Pour tout k = 1---¢ il existe Wy,
un voisinage de 9D;, tel que K N W}, ne soit constitué que de deux segments qui traversent

0D;,.. On peut supposer que les ensembles W}, sont disjoints et on note W = qu Wy On lisse

k=1
B; dans W pour obtenir une boule lisse B; On effectue une isotopie C*°-petite pour rendre
B;. convexe tout en restant dans U et en garantissant qu’en dehors de W I'image des courbes
de découpage reste transverses au feuilletage caractéristique et séparent les singularités a
divergence positives et les singularités a divergence négatives. La structure de contact est
tendue au voisinage de B} et par conséquent la courbe de découpage I de B} ne contient
qu’'une seule composante connexe. De plus, on peut faire coincider IV avec les images des
courbes de découpage en dehors de W.

On sait que OW;,, NI = W, NI”. Cet ensemble est constitué de quatre points, deux dans
D, , notés Ay et As et deux dans OH notés By et Bs. De plus, par hypothese sur W, on
peut supposer que I' relie A; et By ainsi que Ay et By. Comme IV ne posséde qu'un seule
composante connexe I relie A; et By, Ay et By ou bien A; et By, Ay et By. Dans les deux
cas les quatre points sont sur la méme composantes connexe. Ainsi I' ne posséde qu’une seule
composante connexe.

La variété a bord H est un corps en anses, donc difféomorphe a un corps en anses dans

R3. On se place désormais dans R3 repéré par les coordonnées (x,y,2). On va donner & H
une forme agréable pour réaliser S dans H et construire le difféomorphisme cherché.
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Pour tout ¢ € 1---p, il existe un difféomorphisme f; : D(0,1) x [-1,1] = C; C H tel que
fi(D(0,1) x {0}) = D; et que K intersecte f;(D(0,1) x {t}) en exactement deux points pour
tout ¢ € [—1,1]. L’ensemble H \ ( LpJ C;) est une union de boules que I'on note B

i=1

Notons D} = f;(D(0,1) x {—1}) et D? = f;(D(0,1) x {1}). Soient K} une courbe dans
D} joignant les deux points d’intersection avec K et K? une courbe analogue dans D?. Alors,
d’apres 1'étape précédente, K' = K U O Kl'u LZ_)J K,,, ne possede qu’'une seule composante

i=1 i=1
connexe sur chaque boule B;«’. Par conséquent on peut isotoper B;»’ pour obtenir un ensemble
symétrique par rapport au plan P = {(z,y,0),r,y € R} tel que K = 9B} N P. On peut ainsi
supposer que H a la forme suivante :

— les boules B} sont symétriques par rapport a P, K = 0B/ NP et OB} \ K est constitué

de deux graphes sur P;
~ pour tout i € 1..p, les ensembles C} = f;(D(0,1) x [-1,—1]) et C? = f;(D(0,1) x [3,1])
sont des cylindres de rayon 1 symétriques par rapport a P;

- KNC}=0CNPet KNC? =0C?N P.

Pour tout ¢ € 1---p, il existe un difféomorphisme g; : C; — [—1,1] x D(0,1) tel que la
restriction de g; & C} et & C? soit affine et que g;(K N C;) = ([-1,1] x 9D(0,1)) N P.

On construit une surface orientée S; dans H de bord K de la facon suivante : dans B;’ on
prend S; = B;/ N P et on oriente pour que la normale rentre dans le demi-plan contenant S_
(défini car K découpe OH), dans C; on transporte par g; ! a surface définie de facon analogue
dans [—1,1] x D(0,1). Les différentes parties de S; se recollent bien car la construction sur
C} et a C? prolonge celle sur les boules B;’ . En effet S7 est constitué du plan contenant K
intersecté avec H et g; restreint & C} et & C? préserve les plans car c’est une application
affine. La surface S; est difféomorphe a S.

Plagons nous dans S; x R. On peut transporter H grace aux applications définies dans les
paragraphes précédents. On obtient alors le résultat cherché.

Bilan. A ce stade, nous avons construit une page et la reliure K du livre owvert ainsi qu’un
scindement de Heegaard de V. Nous avons feuilleté un des corps en anses et donné une forme
particuliére au second. On est amené a la situation suivante :
- V=HUN avec )H =90N =HNN ;
— K est positivement transverse ;
~ N\ K est difféomorphe a S x [0,1] ;
~ Il existe H' C S x R tel que OH' = KU®S)UT(S) ot ®: S — R: et W: S — RE
sont des applications lisses, tel que H soit difféomorphe a H';
— da est strictement positive sur les pages de N ;
— ON est convexe de courbe de découpage K ;
— H admet un systéme total de disques de compression convexes d’invariants de Thurston-
Bennequin valant —1 ;
- (H,¢&) est tendue.

4.4 Obtention d’une équation de contact plus appropriée

L’objectif de cette section est de construire un livre ouvert qui porte la structure £ et une
équation de & qui permette de le montrer. Pour cela nous allons construire un difféomorphisme
de H \ K dans S x [0,1] et une équation o de & telle que dagy > 0 sur les pages (images
réciproques de § x {t}). Enfin, il faudra recoller les deux difféomorphismes de N et H dans
S x [0,1] pour former un livre ouvert et les deux équations de contact obtenues sur N et H.
Commengons par donner un théoréme d’unicité des structures de contact tendues définies sur
un corps en anses et fixées sur un voisinage du bord.

Lemme 4.12. Soit (H,&) un corps en anses portant une structure tendue, muni d’un systéme
complet de disques de compression D;,i = 1---p, convexes a bord legendrien d’invariant de
Thurston-Bennequin —1. Si & est une autre structure sur H qui coincide avec & sur un
voisinage de OH et qui est tendue alors & est isotope a & relativement o OH.

Démonstration. 11 existe une isotopie de &’ relative au bord de H telle que les disques D;
solent convexes pour §’ car the(0D;) = tbe/(0D;) = —1. On note I'; et I", des courbes de
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découpage des D; pour & et &'. On peut supposer que I'; = I'; au voisinage de dD; car les
deux structures coincident au voisinage de 9D;.

Comme les deux structures sont tendues I'; et I'; ne contiennent pas de composante
connexe bordant un disque, toutes les composantes connexes sont des segments joignant deux
points du bord. De plus comme tbe(0D;) = the (0D;) = —1, les courbes I'; et I'; n’ont
qu’une seule composante connexe joignant deux points du bord. Par conséquent I'; et I, ne
possédent chacune qu’'une seule composante connexe. Donc ces deux courbes de découpages
sont isotopes relativement a un voisinage du bord de D;. On étend l'isotopie d5 a tout le corps
en anse par une isotopie qui est ’identité au voisinage du bord et en dehors d’un voisinage
de D; : il suffit de prolonger le champ de vecteurs % en prenant le champ nul en dehors
d’un voisinage de D; et au voisinage du bord et de considérer le flot. On transporte alors £’
par cette isotopie au temps 1 : la nouvelle structure obtenue, notée &', est toujours tendue.
Elle vaut £ au voisinage du bord et trace le méme feuilletage que £ sur D;. On effectue cette
opération sur tous les disques de compression.

Soit ¢ € 1---p. Les deux structures de contact £ et £ tracent respectivement le feuilletage
caractéristique .# et %’ sur D;. Ces deux feuilletages ont la méme courbe de découpage I et
par conséquent .% est adapté & I' pour &’. Le théoréme 2.22 page 17 permet alors de construire
une isotopie ¢; qui est 'identité en dehors d’un voisinage de D; et au voisinage du bord de H
telle que I'image de £ trace le feuilletage .# sur D;. On transporte alors & nouveau &’ par ;.
On effectue cette opération pour tous les disques de compression. On obtient une structure de
contact isotope & & qui est égale a £ au voisinage du bord de H et trace le méme feuilletage
caractéristique sur les disques de compression.

En découpant le long des disques de compression et en lissant on obtient des boules portant
deux structures tendues égales sur le bord. D’apres le théoreme 2.27 (page 19) elles sont
homotopes parmi les structures de contact donc isotopes par le théoréme de Gray (théoréme
1.8, page 6). O

Sur S x R, on définit la structure de contact &, par I’équation ag = dt + 5, ou 3 est la
primitive d’une forme d’aire sur S positive sur le bord. Le champ de Reeb associé a aq est
2.

Etape 9. I existe H' C S x R tel que (H,£) est contactomorphe & (H", &) et OH" =
KUx(S)Uwp(S) ou x: 8 — R et : S — R* sont des applications lisses.

D’aprés ce qui précede, il existe H' € S xR difféomorphe & H tel que 9H' = KUS(S)U¥(S)
ou®:S5 — R} et ¥:S5 — R* sont des applications lisses. On transporte la structure £ sur
H’, on la note toujours £. Notons & le feuilletage caractéristique sur OH' associé a £ et g
le feuilletage caractéristique sur OH’ associé & &.

Il existe un difféomorphisme de H' dans H' qui envoie .Z sur %, au voisinage de (95) x{0}.
On transporte £ par ce difféomorphisme, on obtient une nouvelle structure de contact toujours
notée £ et un nouveau feuilletage caractéristique toujours noté .%.

D’apres le lemme 4.11, page 32, 9H' est convexe pour la structure £y de courbe de décou-
page (05) x {0}. Ainsi .# est adapté a (05) x {0}. D’aprés le théoréme 2.22, page 17, hors
d’un voisinage de (9S) x {0}, on peut modifier H’ par un difféomorphisme f, en gardant
la transversalité avec %, de sorte que f(OH') ait pour feuilletage caractéristique f(%#). On

note H” = f(H') et on transporte & sur H” par f. Comme OH" est transverse a % hors

d’un voisinage de (8S) x {0} sur lequel il vaut H’, on a bien dH” = K U x(S) U %(S) ou
x:S —Riety:S— R" sont des applications lisses.

On est alors dans la situation suivante : (H,&) est contactomorphe & (H”,€), la surface
OH" a pour feuilletage caractéristique .#' = f(F). De plus H” porte aussi la structure de
contact &y, et le feuilletage caractéristique de OH" pour cette structure est aussi .#’.

D’apres le théoreme 2.10, page 13, il existe un germe de difféomorphisme isotope a l'identité
qui conjugue £ et &. Notons ¢, cette isotopie et X; = 88“1‘ . On construit un champ Y; sur H”
qui vaut X; au voisinage de 9H" (on utilise une partition de I'unité en prenant le champ nul
sur les ouverts ou X; n’est pas défini). Le flot ¢; de Y; est défini jusqu’au temps 1, il vaut ¢,
au voisinage de OH” et donc conjugue &y et £ localement. On transporte £ par 1. Enfin on
utilise le lemme précédent pour conclure.

Le bord de H" est 'union de (05) x {0} et de deux graphes sur S'; par conséquent, comme
dans les démonstrations précédentes, on peut construire un difféomorphisme de H” \ K dans
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S % [~1,1] en prenant des barycentres sur la verticale. Les images réciproques de S x {t} sont
positivement transverses a %. On transporte ce feuilletage sur H ainsi que ’équation «y, la
2-forme dag est positive sur les pages.

Bilan. On a donc feuilleté le second corps en anses du scindement de Heegaard de V et
construit une équation de & de différentielle positive sur les pages. La situation est la suivante :

- V=HUN avec O)H =90N =HNN ;

— K est positivement transverse ;

~ N\ K est difféomorphe a S x [0,1] ;

— da est strictement positive sur les pages de N ;

~ H\ K est difféomorphe a S x [0,1] ;

- dayg est strictement positive sur les pages de H.

Par conséquent, il existe h : S — $ telle que V \ K est difféomorphe a S x [0,1]/h. Sur
S x [0,1]/h on considére lapplication projection sur la seconde coordonnée. On déduit de
cette application une fibration 6 sur V' \ K. Pour vérifier qu’il s’agit bien d’un livre ouvert on
utilise le critére donné dans la proposition 3.2 (page 21).

Etape 10. Le livre ouvert (K, 0) porte €.

Comme (K, 0) est un livre ouvert, il existe un voisinage de K et un difféomorphisme
®:U — K x D(0,1)

tel que I'image de K soit K x {0} et que, si on munit K x D(0, 1) des coordonnées cylindriques
(z,7,1), alors 0o ®(z,r,1)) = 1. Soit ¢ € S, notons Py = {(z,7,¢) € K x D(0,1),z € K,r €
[0,1]} = 6~ 1(¢). Quitte a restreindre U, on peut supposer que dans ®(U) I'image de & est
transverse % en tout point. Considérons le champ de vecteurs X, de direction donnée par
I'intersection entre TPy et £ de norme 1 et de composante radiale sortante. Notons ¥ le flot

de ce champ de vecteurs. On définit ’application f par

f: Kx[0,a xS' — Kx][0,1] x S?
(2,7, 9) = 9l((2,0)

oll a est suffisamment petit pour que ¥ soit défini jusqu’au temps a pour tout 1. On trans-
porte la structure de contact sur U par ce difféomorphisme. Comme f préserve la coordonnée
angulaire les pages ne changent pas. On transporte I’équation de contact «, elle s’écrit sous la
forme & = p(z, r,¥)dz+q(z,7,1)dy car le vecteur % appartient toujours a £ par construction.
On sait que p > 0.
On cherche une fonctions g telle que d(ga) soit positive sur les pages. Soit g : [0,1] — R%
une fonction ¢ telle que
p-gof)
or

dans un voisinage de r = 0. On obtient (f~1)*(ga) = p1(z, 7, ¥)dz+q1 (2,7, %)d) avec % <0
dans K x [0, b] x St avec b < 1. La 2-forme da; induit une forme volume sur les pages. L’image
réciproque de I'ensemble K x [0, 2] x ST par f contient K x [0,c] x ST avec ¢ < a.

Dans V =V \ ® (K x D(0,c)) on interpole les deux équations de contact o et ag de la
facon suivante : la restriction 6 de 6 & V est une fibration de fibre notée S. Sur (S x [1,1))
on a construit une équation de & notée g dont la différentielle induit une forme volume sur
les pages. L’équation o de & est définie sur V et sa différentielle est positive sur les pages
dans 71(S x [0, %]) Par conséquent il existe € > 0 tel que da induise une forme volume
sur les pages restreintes 4 (S x [—¢,0]). On transporte a et ag sur S x [—¢,0] et on pose
ag = h(t)a+ (1 — h(t))ag ou h : [—€,0] — R4 est une fonction croissante qui vaut 0 au
voisinage de —e et 1 au voisinage de 0. On obtient bien une équation de £ car « et oy sont
des équations de £ ayant la méme orientation. On a bien das transverse aux pages sur V' car
dag A dt > 0. On transporte cette équation dans V' et on la note toujours as.

On transporte I’équation a par f et on obtient en équation de & que I’on note toujours
ap définie sur K x [£,b] x S'. L'équation oy est définie sur K x [0,b] x S*. Posons az =
M(1—x(t)ar+x(t)as ot M € Ry et x : [0,b] — Ry est une fonction qui vaut 0 au voisinage

<0

6. On peut prendre g(r) = exp(—Ar) avec A assez grand.
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de 0 et 1 au voisinage de b. Les équations de contact a; et cg définissent la méme orientation
donc ag est bien une équation de contact. L’équation ag est bien positive sur la reliure. Il
reste & vérifier que sa différentielle induit une forme volume sur les pages, c’est a dire que
dag ANdip > 0. On a :

daz ANdp = X' (Mag Adr Adp — ag Adr Adip) + M(1 = x)day Adip + xdas A di.

Comme da; et das induisent des formes volume sur les pages les deux derniers termes sont
positifs. De plus a1 = p(z,7,¢)dz + q(z,r,¥)dy donc ay A dr A di est positif. Donc pour M
assez grand on a le résultat cherché.
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Conclusion

Nous avons donc montré que toute structure de contact est portée par un livre ouvert (et
que tout livre ouvert porte une structure de contact). Quelques points de la démonstration
doivent néanmoins étre précisés. Il reste a détailler la démonstration du deuxiéme théoréme
de décomposition en livre ouvert : deux livres ouverts sur une variété close V portent des
structures de contact isotopes si et seulement s’ils possedent des stabilisations isotopes.

Par ailleurs, les structures de contact et les livres ouverts peuvent aussi étre définis sur une
variété de dimension impaire. Il existe aussi des théoremes de décomposition en livre ouvert
sur de telles variétés. Un autre axe d’étude est de généraliser ce genre de constructions aux
surfaces & bord.

Je ne voudrais par conclure ce rapport sans remercier vivement Vincent Colin ainsi qu’Em-
manuel Giroux, Patrick Massot et Frangois Laudenbach pour I'aide tres précieuse qu’ils m’ont
apporté tout au long de ce stage. Merci enfin & Marc pour ses relectures, ses conseils typo-
graphiques et son soutien.
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