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Lemme de Schwarz
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Exercice 1. Lemme de Schwarz.

1. Soit f : D1(0) −→ D1(0) une fonction holomorphe telle que f (0) = 0.

(a) Montrer que la fonction

1(z) :=

 f (z)
z si z , 0

f ′(0) sinon

vérifie supDr(0) |1| ≤
1
r pour tout r < 1.

(b) En déduire les inégalités | f (z)| ≤ |z| pour tout z ∈ D1(0) et | f ′(0)| ≤ 1.

(c) On suppose qu’il existe z0 ∈ D1(0) tel que |1(z0)| = 1. Montrer que f est une
rotation centrée en 0.

2. Soit f : D1(0) −→ D1(0) une fonction holomorphe propre (i.e. lim|z|→1 | f (z)| = 1) telle
que f −1(0) = {0} et 0 est le seul point critique de f . Montrer qu’il existe n ∈ N et
θ ∈ R/Z tels que f (z) = e2iπθzn.

3. Soit w ∈ D1(0) ; on définit Tw : D1(0) −→ C par

Tw(z) =
w − z

1 − wz
.

(a) Montrer que Tw est un biholomorphisme de D1(0) qui échange 0 et w.

(b) Montrer qu’il y a un seul biholomorphisme qui échange 0 et w. En particulier
Tw est d’ordre 2.

4. Soit ϕ ∈ Aut(D1(0)). Montrer qu’il existe w ∈ D1(0), θ ∈ R/Z, tels que ϕ(z) =
e2iπθTw(z).

5. Soit ϕ ∈ Aut(D1(0) − {0}). Montrer que ϕ est une rotation.

Exercice 2.

1. On définit Φ : z 7→ z−i
z+i . Montrer que Φ est une application biholomorphe de

H := {=m z > 0} dans D1(0).

2. Soit f : D1(0) −→ H =
{
=m z > 0

}
une fonction holomorphe telle que f (0) = i.

Montrer que pour tout z ∈ D1(0)

1 − |z|
1 + |z|

≤ | f (z)| ≤
1 + |z|
1 − |z|

et en plus | f ′(0)| ≤ 2.
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Exercice 3. Lemme de Schwarz-Pick.

1. Soit d la fonction définie sur D1(0) ×D1(0) par

d(w, z) :=
|w − z|
|1 − wz|

,

soit f : D1(0) −→ D1(0) holomorphe. Montrer que pour tous w, z ∈ D1(0),

d( f (w), f (z)) ≤ d(w, z),

avec égalité si et seulement si f est biholomorphe.
Montrer que f : D1(0) −→ D1(0) est biholomorphe si et seulement s’il existe w, z ∈
D1(0) distincts tels que

d( f (w), f (z)) = d(w, z).

2. Soit f : D1(0) −→ D1(0) holomorphe et z ∈ D1(0). Montrer que

| f ′(z)|
1 − | f (z)|2

≤
1

1 − |z|2

et que s’il existe z tel qu’on a l’égalité, alors on a l’égalité pour tout point en D1(0)
et en fait f est biholomorphe.

Exercice 4. Soit f : D1(0) −→ D1(0) une fonction holomorphe, continue jusqu’au bord.
On suppose que f s’annule en a1, . . . , an ∈ D1(0) avec multiplicité m1, . . . ,mn. Montrer
qu’on a | f (0)| ≤ |a1|

m1 · · · |an|
mn .

Indication : de première approche, on voudrait écrire f (z) = (z− a1)m1 · · · (z− an)mn1(z)
avec 1 : D1(0) −→ C holomorphe, mais cela n’amène nulle part. On pourra alors essayer
avec les fonctions Tai .
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